﻿i I nekrasov CURS DE MECANICĂ TEORETICĂ ■ — • , > ■ voi II ,;>r' li • : \ Dinamica I TRADUCERE DIN LIMBA RUSĂ D TU R л T E и N I '' ' ' ’ CS л Л TABLA DE MATERII к к \ f ’ \ * У ? ■ î V M £ x ' \ ~ Prefață ia ediția a Il-a PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE П * • ( , * » • t e ■ Cap XXIV Lucru mecanic și putere § Istoric § Lucrul mecanic elementar ăl unei forțe și lucrul mecanic pe un drum finit л § Lucrul mecanic al unui sistem de forțe § Putere ; § Lucrul mecanic elementar al reacțiunilor legăturilor ideale § Exemple • • * Г • " ’ , • • F* * ** S * ' Л f * » f * ' | * r ■ • | F f XXV Principiul deplasărilor virtuale § Definiția deplasărilor virtuale § Clarificarea principiului deplasărilor virtuale prin exemple simple § Teorema directă si reciprocă a lui Lagrange § § Coordonatele generalizate ale lui Lagrange Determinarea reacțiunilor , ■ • § Exemple Multiplicatorii lui Lagrange rcacțiunilor t я , , DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL XXVI, Legile lui Newton și problemele fundamentale ale dinamicii Istoric • « • * * * • * * ч Prima lege a lui Newton Legea inerției A doua lege a lui Newton Mușii Forță A treia lege a lui Newton , Determinarea mișcării unui punct material cîiul se cunoaște forța • • • » • » • * Determinarea forței cînd se cunoaște mișcarea punctului material Exemple * £ * ТАШ Л ГН’ МЛТШШ Cap XXVII Integralele ecuațiilor diferențiale ale mișcării unul punct material § Integrala cantității de mișcare § Integrala momentului cinetic, Integrala ariilor • § » Integrala energiei § Funcție de forță șl funcție potențială S Determinarea funcției de forță pentru clteva forțe § Exemple Cap XXVIII Mișcarea rectilinie liberă a unui punct material § Forță constantă §Д Forță variabilă funcție de timp § Forță variabilă funcție de coordonatele punctului material § Forță variabilă funcție de viteza punctului material § Exemple Cap XXIX Mișcarea rectilinie liberă a unui punct greu § Mișcarea în vid § Mișcarea într-un mediu cu rezistența proporțională pătratul vitezei § Căderea unui punct greu într-o atmosferă „standard' rezistența proporțională cu pătratul vitezei § Legea rezistenței a lui Siacci • § Exemple Cap XXX Aii șc ar ea oscilatorie rectilinie a unui punct material § Mișcarea oscilatorie armonică § Oscilații forțate ale unui punct material § Oscilații amortizate ale unui punct material § Oscilații forțate cu amortizare ale unui punct material § Exemple § Mișcarea într-un mediu cu rezistenta proporțională cu viteza cu Cap XXXI Mișcarea liberă a unui punct material în plan și în spațiu Г Ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului materii în coordonate ortogonale și polare ț ecuațiile intrinseci ale mișcării Mișcarea unul punct greu în vid Mișcarea unui punct greu într-un mediu cu rezistenta proporțională cu viteza , , , Mișcarea unui punct greu într-un mediu cu rezistenta proporțională cu pătratul vitezei Mișcarea unui punct material în apă, eu o rezervă de plutire, cînd rezistenta este proporțională cu pătratul vitezei Aplicarea legii lui Siacci Exemple Cap, XXXII, Mișcarea punctului material supus la legături § Ecuațiile de mișcare ale umil punct material pe o suprafață sau pe o curbă I > М »• Ч \П РП -w ; w*«ЙК «гйймымйвк мйИШшл-І О:\ XXVII Integralele ecunț Ilor diferențiale ale miseflrii unui punct material * § Integrala cantității de mișcate § Integrala momentului cinetic, integrala ariilor $ Integrala energici § S Funcție de tortă șl funcție potențială § IMerminarwt funcției de forță pentru clteva forte § Exemple a unui punct material § Forță constantă § Forță variabilă funcție de timp Ș Forță variabilă funcție de coordonatele punctului material $ Forță variabilă funcție de viteza punctului material § Exemple Cep XXIX Mișcarea rectilinie liberă a unui punct greu § Mișcarea în vid Ș Mișcarea într-un mediu cu rezistenta proporțională cu viteza § Mișcarea într-un mediu cu rezistența proporțională cu pătratul vitezei § Căderea unui punct greu într-o atmosferă «standard- cu rezistenta proporțională cu pătratul vitezei § Legea rezistenței a lui Siacci § Exemple Cap XXX Mișcarea oscilatorie rectilinie a unui punct material § Mișcarea oscilatorie armonică Oscilații fortate ale unui punct material § Oscilații amortizate ale unui punct material ij Oscilații forțate cu amortizare ale unui punct materia! Exemple M H К ПО I Q î ш к Op XXXI Mișcarea liberă a unui punct material in plan și in spat u J S § Ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului material în Ct> ordonate ortogonale și polare t ecuațiile intrinseci ale mișcării i Mișcarea unui punct greu tn vid § Mișcarea unul punct greu tntr-un mediu cu rezistenta pro- porțională cu viteza * « » § ' Mișcarea unui punct greu tntr-un mediu cu rezistenta pro- porțională cu pătratul vitezei § Mișcarea unui punct material tn apa, cu o rezervă de plutire, cmd rezirfenta este proporțională cu pătratul vitc’ ei § Aplicarea legii lui Siacd - § I L Exemple ( p, XXXU Mișcarea punctului material supus la legătuK i * § Ecuațiile de mișune ale urnit punct material pe o supta lată sau pe o cuflră r l de integrare a ecuațiilor canonice § Exemple Pag f * TABLA ТШ MATERII «аяеш ‘ ■«* • * ч*миив* -*-• «ЧММак*нок«чйѴВМИ^>нйМамМИМІі^ ммМік -* Index alfabetic ■ ■ LUCRU MECANIC Șl •» т г -'■e*—■■ *■ ■ —» ■ »■ !■-' / ■■ / -г Ѵ ПТ r ~nArrj - I'UTJ'RE altul asupra căruia acționează In acest caz, mărimea lucrului cu mărimea efortului dezvoltat de-a lungul căruia este învinsă f rezistență deplasează un obiect sau cu forța dezvoltată de mușchii săi mecanic efectuat este proporțională de mușchi și cu lungimea drumului, rezistența respectivă Lucrul mecanic ai unei forțe constante F pe un drum rectilinia între punctele și M se măsoară cu produsul scalar /'• MxM r unde M{M reprezintă deplasarea punctului de aplicație al forței Pentru a trece la măsurarea lucrului mecanic al unei forțe variabile de-a lungul unui drum curbiliniu, vom introduce mai întîi noțiunea de lucru mecanic elementar al unei forțe Se numește lucru mecanic elementar al unei forțe variabile F lucrul mecanic produs printr-o deplasare elementară de o forță constantă egală cu mărimea forței F considerată într-un moment dat Lucrul mecanic elementar al forței A’, aplicată în punctul A, poate fi exprimat prin produsul scalar F -este vectorul de poziție al punctului (fig ) Din cinematică se știe că a j ‘ ' В ’• I • • cir, unde r A în raport cu un pol fix O, I b • > ' » ' r/r Pe de altă parte, în ipoteza că arcul de traiectorie se măsoară în » i « • * ‘ b * - / I ' • , Г ' - * sensul mișcării, avem • • i I / ds и dt ~ ds » ' - v- > »->-■- •* r CQ Д De aici ajungem la următoarea definiție a lucrului mecanic L al forței F(x, y, z) pe drumul finit BC\ Se numește lucru mecanic L al forței В pe drumul finit BC, limita sumei lucrurilor mecanice elementare ale forței В pe acest drum Din această definiție rezultă că lucrul mecanic L al forței В se exprimă matematic prin integrala curbilinie £=- J /'cos (B, dr)ds= J (Âr ^-H^b £+d£} iar; • I ' ?+ , unde w este modulul vitezei unghiulare a soli- dă expresia dului căruia i se aplică cuplul De aceea, vom avea: -£dt= + Faadt dt — dă dt avem *^ ♦ * • " № *- v dt; mai departe, Fa este modulul M al lucrul mecanic momentului M al cuplului (F, —F) Prin urmare, elementar al cuplului de forțe pentru o deplasare elementară în planul lui este egal cu ±MdO, unde sensul semnului a fost clarificat mai sus Este evident că pentru orice deplasare elementară, în care punctele A și mecanic elementar al cuplului de forțe este egal cu zero, deoarece se deplasează perpendicular pe planul cuplului, lucrul к l VCRV MECANIC șl MITRE în acest caz lucrul elementar al forței F și cel al forței — Л sînt egale cu zero Imprimam acum solidului căruia i se aplică cuplul de forțe, o deplasare elementară elicoidală a cărei axa este perpendiculară pe planul cuplului Deoarece o astfel de deplasare elementară poate fi considerată ca rezultatul adunării deplasării în care cuplul rămîne în planul său cu deplasarea în care punctele de aplicație ale forțelor cuplului se deplasează perpendicular pe planul cuplului, obținem de aici următoarea teoremă: Valoarea absolută a lucrului mecanic elementar al unui cuplu de forțe într-o deplasare elementară care lasă planul cuplului parale! cu poziția lui este cu modulul mo- mentului cuplului, înmulțit cu modulul unghiului infinit mic de rotație a cuplului în planul său Să examinăm și lucrul mecanic elementar al unui sistem arbitrar de forțe aplicate unui solid absolut rigid într-o deplasare infinit mică arbitrară a acestui solid Din cinematică țvol I, § ) știm că vectorul al vitezei absolute a unui punct oarecare al unui solid absolut rigid este: unde o este vectorul viteză absolută al unui punct O al solidului absolut rigid; vom lua poziția instantanee considerată a punctului O ca origină a unui sistem ortogonal fix de axe de coordonate Vectorul jit Dar diferențele din parantezele din membrul drept al acestei relații, sînt proiecțiile Mnx, Mny, Mnz pe axele Ox, Oy, Oz ale momentului Mn al forței Fn în raport cu punctul O; de aceea vom avea • Fn (^dtxrn)~Mnx^xdt^-Mny^ydt-\-Mnz(i)zdt=Mn • udt Prin urmare, vom avea: ( ) * drn~Fn ’ dro+Mn • со#, sau, folosind proiecțiile pe axele de coordonate: Xndxn + У'ndyл+ ZndzXndxo+ Yndy o+Xndzo+ +M^dt+Mny ’ n +m E ^> § Lucrul mecanic elementar al reacțiunilor legăturilor ideale In paragraful de față vom examina lucrul mecanic elementar al reacțiunilor legăturilor; legăturile și reacțiunile lor din punctul de vedere al staticii au fost tratate în cap III, § al primului volum din „Cursul de mecanică teoretică" Dacă punctul sau corpul material în repaus sau în mișcare sub acțiunea unor forțe este supus la legături, acest punct sau corp va acționa asupra corpurilor care realizează legăturile, iar corpurile care realizează legăturile, vor reacționa asupra punctului sau corpului material cu forțe egale ca mărime dar de sens opus Aceste forțe de reacțiune ale legăturilor poartă numele de forțe de legătură, reacțiunile legăturilor sau forțe pasive Legătura poate fi invariabilă, dar poate să și varieze în decursul timpului; este evident că în problemele de statică se întîlnesc numai legăturile care nu variază în timp Aici vom examina legăturile realizate fără frecare și care nu variază în timp, dînd mai jos unele exemple de lucru mecanic elementar al reacțiunilor acestor legături Să presupunem că punctul material poate luneca fără frecare pe o suprafață sau o curbă oarecare (fig ) Știm că în lipsa frecării, reacțiunea R trebuie să fie orientată normal la suprafață sau în planul normal la curbă Deoarece deplasarea elementară dr a punctului trebuie să fie situată în planul tangent la suprafață sau, respectiv, dirijată de-a lungul tangentei la curbă, trebuie să avem dr \ R; prin ur mare, obținem lucrul mecanic elementar al reac-țiunii în acest exemplu este egal cu zero de-a lungul tangentei la curbă dr = , adică contact al unui corp pe de Să examinăm problema plană a rostogolirii suprafața unui alt corp (fig- ) Fie / punctul LUCRU MECANIC ȘI PUTERE secțiunii normale a corpului care se rostogolește cu suprafața corpului în repaus După cum se știe, punctul A trebuie sa fie centrul instantaneu de rotație (voi , § și ) al acestei secțiuni normale, adică viteza lui trebuie să fie egală cu zero Forța /? de legătură, aplicată în punctul A, nu poate fi dirijată după normala n la suprafața pe care se produce rostogolirea, deoarece forța /? trebuie să aibe o componentă tangențială îndreptată de-a lungul suprafeței, care împiedică alunecarea punctului A ) Totuși și în acest caz produsul scalar ? • dr este egal cu zero, dar nu din aceeași cauză ca în exemplul precedent In adevăr, notînd prin dl elementul de timp, avem este viteza punctului A, egală cu zero, deoarece pune cu zero Dar ăt tul A este centrul instantaneu de rotație Astfel, și în acest exemplu, lucrul mecanic elementar al reacțiunii legăturii este egal cu zero Să presupunem că avem un solid rigid cu un punct de sprijin fix O; în acest caz, forța R a legăturii este aplicată în punctul O Deoarece punctul O este fix, t/r= , adică avem R • dr= ; prin urmare, și în acest exemplu, lucrul mecanic elementar al reacțiunii legăturii este egal Să examinăm cazul unui solid rigid care poate efectua o mișcare elicoidală Aceasta înseamnă că solidul se poate roti în jurul unei axe fixe și independent de aceasta poate aluneca de-a lungul aceleiași axe, adică poate căpăta o deplasare de translație, paralelă cu axa In acest caz avem două reacțiuni ~Ra și R' perpendiculare pe axa mișcării elicoidale și aplicate în punctele O și O ale corpului, situate pe această axă (voi I, § ) Este evident, că deplasările elementare ale punctelor O și O', care se produc de-a lungul axei mișcării elicoidale, vor fi egale; tăm această deplasare comună cu dr Deoarece avem R” Ь Legătura care admite rostogolirea corpului și care împiedică alunecarea nu presupune de loc existența frecării Ne putem închipuită corpul ca?e se rostogolește șt suprafața peste care acesta se rostogolește sînt do afo eu dmtimci ale căror dimensiuni pot fi neglijate din punct de vedere dne- % dx ~dt dy dt dt sau dx=(иyZ—o) y) dt, dy=(azx-vxz) dt, dz == (и xy—ш yx) dt, o)v, (o sînt proiecțiile pe axele Oxyz ale vitezei unghiulare de unde w rotație a solidului De aceea, din expresia lucrului mecanic elementar al forței obținem: і Имя жжжI J * zX—xZ, xY—yX sînt respectiv proiecțiile în raport cu punctul O pe axele Xdx+ Y dy+Zdz = —tyZ—zY) шх dt+(zX—xZ) wydt+(xY—yX) tozdf Deoarece mărimile yZ—zY, Mx, M , Mz ale momentului M al forței Ox, Oy, Oz, avem: Xdx+Ydy+Zdz=(Mx( )x + МуШу + Mzuz) dt Ținînd seama de expresia produsului scalar a doi vectori (vel I, § ) rezultă de aici că Xdx+ Ydy+Z dz=M-w dt=M-cos (M, ш) w dt ( ) Să se găsească viteza unui avion ce zboară orizontal și uniform, în funcție de puterea motorului lui In zborul lui pe orizontală cu viteza constantă v m/s, avionul trebuie sa învingă rezistența aerului de F kgf, egală cu unde p este densitatea aerului în unități tehnice (circa V în apropierea suprafeței pămîntului), S - ana suprafeței portante în metri pătrați, iar c —un coeficient aerodinamic fără dimensiuni al rezistenței frontale a avionului Este evident că pentru realizarea unui zbor uniform pe orizontală, asupra amintita mai sus De aici găsim pe baza formulei ( ) puterea necesară în kgms sub formă f с EXEMPLE 'Э Notînd puterea încai-putere la arborele motorului prin JV, iar randamentul elicelor avionului prin găsim că pentru realizarea zborului uniform pe orizontală trebuie să avem: = — cx p Su , sau N yi V \ P cx' Din acea stă formulă se vede că viteza avionului zburînd uniform pe orizontală este direct proporțională cu rădăcina cubică a puterii, care revine pe unitatea de suprafață portantă, și cu rădăcina cubică a randamentului elicelor și invers proporțională cu rădăcina cubică a coeficientului de rezistență frontală a avionuiui In acest fel, dacă puterea motorului avionului se va mări de opt ori, viteza acestui avion va crește numai de două ori CAPITOLUL XXV / PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE § Definiția deplasărilor virtuale Legătura la care este supus un punct material sau un Vorp, restrînge libertatea lor de deplasare; dacă punctul sau corpul material nu pot părăsi legăturile în toate deplasările lor, atunci legătura se numește stabilă sau bilaterală, dacă însă există astfel de deplasări, în care punctul material sau corpul pot părăsi legătura, atunci legătura se numește instabilă De exemplu, ușa prinsă în balamale are o legătură stabilă, iar piatra așezată pe o masă, are o legătură instabilă sau unilaterală, deoarece ridicînd piatra de pe suprafața mesei, adică deplasînd-o în sus deasupra suprafeței mesei, eliberăm complet piatra In „Cursul de mecanică teoretică* de față, principiul deplasărilor virtuale va fi expus numai pentru cazul legăturilor ideale bilaterale Deși în statică, în care se studiază echilibrul absolut al punctelor materiale și al corpurilor, legăturile impuse nu pot depinde de timp, vom da totuși aici în scopul unui punct de vedere unic, definiția generală a deplasărilor virtuale, valabilă și pentru dinamică, unde legăturile pot depinde de timp Anume, introducem următoarea definiție: Orice deplasare a unui punct material sau a unui corp, compatibilă cu legăturile care există într-un moment dat, se numește deplasare virtuală De eJ en?Rju’ să presupunem mai întîi că punctul material este silit să rămînă pe suprafața unei sfere fixe cu o rază constantă ? în acest caz, orice deplasare a punctului pe suprafața acestei sfere va fi posibilă și este evident că deplasarea reală a punctului trebuie să coincidă cu una din deplasările virtuale Să prespunem apoi că punctul material este silit să rămînă pe suprafața unei sfere a DEFINIȚIA DEPLASĂRILOR VIRTUALE cărei centru este fix, dar a cărei rază crește mereu în timp, în acest caz legătura depinde de timp Atunci, deplasarea virtuală a punctului material va fi orice deplasare pe suprafața acestei sfere care în momentul considerat a încetat să-și modifice raza sa; în deplasarea lui reală însă, punctul material se va deplasa pe suprafața sferei, dar în același timp va crește și raza acestei sfere Fig reprezintă o deplasare virtuală infinit mică A A' a punctului material pe suprafața S presupusă că în momentul considerat nu-și mai modifică raza și reacțiunea R, care acționează după normala n la suprafața S Figura reprezintă deplasarea reală infinit mică AB a punctului material, cînd în timpul deplasării punctului suprafața S trece în suprafața S' Vedem că în cazul cînd nu există frecare, reacțiunea R trebuie să fie normală pe deplasarea virtuală AA' situată pe suprafața S, fără ca ea să fie normală pe deplasarea reală AB a punctului material, în timpul efectuării căreia suprafața S trece în suprafața S' Aceste considerații geometrice pot fi clarificate și analitic Este evident că dacă legătura nu depinde de timp, ecuația care exprimă legătura nu va conține timpul, ea fiind, de exemplu, de forma f(x,y,z)= Dacă însă legătura depinde de timp, atunci în ecuația care exprimă legătura timpul va interveni în mod explicit ca, de exemplu, în ecuația f(x, y, z, t)= Pentru a nota o deplasare virtuală infinit mică, vom folosi litera (delta), păstrînd litera d pentru deplasările reale infinit mici; în acest fel, л*, y, tz, r, vor reprezenta deplasările virtuale, iar dx, dy, dz, dr, — deplasările reale Să presupunem că punctul material de coordonate v, y, z este supus la legătura bilaterală f(x, y, z)= , și că acest punct a căpătat o deplasare virtuală, iar coordonatele lui au devenit л*Ч л*, У - у, zA-oz Deoarece noile coordonate trebuie să satisfacă ecuația legăturii, rezultă că /(x+ x, y-|- y, z у = I)ezvoltînd тень PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE brul stîng al acestei relații în serie tayloriană, reținînd numai termenii infinit mici de ordinul întîi și ținînd seama de ecuația jf(x, J', *)= , obținem: Această ecuație trebuie să fie* satisfăcută de proporțiile x, Ъу, bz ale deplasării virtuale infinit mici a punctului Considerînd deplasarea reală a punctului, pentru care coordonatele lui x, y, z se transformă în x-ydx, y+dy, z-ț-dz, obținem în același mod ecuația: Comparînd această relație cu relația ( ), rezultă de aici, că în acest caz deplasarea reală este una din deplasările virtuale Să presupunem acum că punctul este supus la o legătură bilaterală exprimată prin ecuația f(x, y, z, t) = , și că, după deplasarea virtuală a punctului, coordonatele lui x, y, z au devenit x+ x, y + fy, z-j- z Deoarece conform definiției deplasării virtuale noile coordonate ale punctului trebuie să satisfacă ecuația legăturii presupusă invariabilă în momentul /, avem: /(x+ x, y+Sy, z+ z, ^) = In acest fel, pentru a găsi deplasările virtuale, timpul t trebuie ca un parametru arbitrar, dar constant Dezvoltînd membrul stîng al ultimei relații în serie —— ■ - - de ecuația f(x, y, z, = , obținem: considerat uczvuiuiiu memorui sting ai ultimei relații în serie tayloriană reținînd numai termenii infinit mici de ordinul întîi și tinînd seama de ecuația f(x, y, z, f) = , obținem : Sy+ aFSz= - Examinînd deplasarea reală a punctului la care coordonatele că în timnutki z+ciz’ trebuie luat în considerare modifica și relația care exprima legătura, astfel încît vom^^^H f(x+dx, y+dy, z+dz, t+dt)=O Descompunînd membrul stîng al acestei relații în serie favln nana, reținînd numai termenii infinit mici de aradul întîi si fmî d seama de ecuația /(x, y, z, /)= , căpătăm: & h' Ș* tmRld Сл=о К avea: CLARIFICAREA PRINCIPIULUI DEPLASĂRILOR VIRTUALE De aici se vede că în acest caz deplasarea reală (dx, dy, dz) a punctului trebuie să difere de oricare din deplasările virtuale ( x, iar aceasta din urmă după cum știm, cere Observăm că simbolul se folosește de asemenea și în matematică pentru notarea variațiilor, astfel, de exemplu, mărimea x se exprimă verbal în felul următor: variația lu\ x In nici una din teoremele staticii elementare, expusă în volumul întîi al prezentului „Curs de mecanică teoreticănu a intervenit noțiunea de timp Totuși, în Introducere (voi I) există fraza „partea a doua a staticii (adică principiul deplasărilor virtuale) necesită cunoașterea cinematicii“, introducerea noțiunii de timp Astfel, se pare că între aceste două părți ale staticii există o deosebire principală profundă, deși aceasta nu este așa După cum vom vedea, nicăieri în principiul deplasărilor virtuale nu se indică necesitatea de a ține seama de durata deplasărilor Deplasările pot fi și lente și foarte rapide, este complet indiferent în cît timp se realizează ele Cinematica este necesară numai pentru a da aspectul geometric al acestor deplasări Pentru a elimina din principiul deplasărilor virtuale noțiunea de variație a timpului, ne putem imagina o deplasare virtuală care se produce instantaneu, fără a trece vreun interval de timp Intr-o astfel de concepție asupra deplasării virtuale este evident că legătura nu se poate modifica în timpul deplasării virtuale § Clarificarea principiului deplasărilor virtuale prin exemple simple In acest paragraf vom examina unele sisteme materiale cu legături ideale, bilaterale, care se găsesc în echilibru sub acțiunea forțelor aplicate lor Vom imprima acestor sisteme materiale deplasări compatibile cu legăturile și vom calcula sumele algebrice ale lucrurilor mecanice ale tuturor forțelor aplicate care sînt în echilibru în aceste sisteme Pe această cale se poate trece natural la formularea principiului deplasărilor virtuale Să presupunem că avem un scripete fix, pe care sînt atîrnate greutățile P și Q, sistemul fiind în echilibru (fig ) Știm că dacă se neglijează greutatea firului, la fel ’ ca în exemplele de mai jos, condiția de echilibru , Vom imprima sistemului de greutăți , în care, de exemplu, greutatea P va coborî cu înălțimea h; evident că în acest caz greutatea Q trebuie să se ridice cu aceeași " Curs de mecanică teoretică II, și Q, sistemul fiind a acestor greutăți va P și Q o deplasare virtuală, : este înălțime // Lucrurile mecanice ale forțelor P și Q vor fi egale m aceste deplasări: lucru (P)=P/z, lucru (Q) = — Qh=—Ph Scriind suma lucrurilor mecanice, avem: lucru (P)-|-lucru (Q)—Ph—Qh=Ph—Ph = , Astfel, în acest exemplu, suma lucrurilor mecanice ale forțelor care se echilibrează, pentru deplasări virtuale ale punctelor lor de aplicație, este egală cu zero Să examinăm apoi un sistem format dintr-un scripete fix și unul mobil, care este în echilibru sub acțiunea greutăților P și Q (fig ) Din fizica elementară se știe că condiția de echilibru a '• sistemului este Q== P Imprimăm sistemului de greutăți P și Q o deplasare virtuală, în care, de exemplu, greutatea P va coborî cu înălțimea h; se vede ușor că în acest caz greutatea Q trebuie să se ridice cu înălțimea h Lucrurile mecanice ale forțelor P si Q în aceste deplasări vor fi: lucru (P)=Ph, lucru (Q) = — Q- h = — ip h = —Ph Scriind suma lucrurilor mecanice, avem: lucru (P) - lucru (Q) = Ph-Q h^Ph~Ph = Q Prin urmare, suma lucrurilor mecanice ale forțelor care echilibrează CLARIFICAREA PRINCIPIULUI DEPLASĂRILOR VIRTUALE în acest caz va coborî cu • Din Știm că condiția de echilibru a pîrghiei de gradul întîi este: L ==^-, sau P«C = Q«CB Imprimăm pîrghiei ACB o deplasare, virtuală oarecare în jurul punctului de sprijin C; pîrghia ACB va ocupa poziția A'CB*, greutatea P înălțimea DA', iar greutatea Q se va ridica cu înălțimea E'B* Deoarece triunghiul CA'D' este asemenea cu triunghiul CB'E', D'A' CA' rezultă din asemănarea acestor triunghiuri că == formula ( ) rezultă că lucrurile mecanice fale forțelor pentru deplasările virtuale ale punctelor lor de aplicație vor fi: lucru (P)=A-P-D'A', lucru (Q)=-Q £'£' ’ ' • П • / w Scriind suma lucrurilor mecanice, avem: lucru (P)+ lucru (ff}=P*D'A’—CpE'B' Dar din condiția de echilibru a acestei pîrghii avem: • • -Л Я > лі - J • ' t \ egalitate care în virtutea proporției date mai sus, se poate scrie și sub forma: '" , adică In acest fel, obținem: lucru (P) - lucru (Q)/= Prin urmare, suma lucrurilor mecanice ale celor două forțe paralele care echilibrează pe pîrghia de gradul întîi, pentru deplasări virtuale ale punctelor de aplicație ale forțelor, este egală cu zero Să presupunem că avem o pîrghie orizontală de gradul doi CAB, care este în echilibru sub acțiunea forțelor verticale P și Q (fig ) După cum se știe, condiția de echilibru a ' pîrghiei de gradul doi este: q ~ sau P*CA = Q*CB Imprimăm pîrghiei CAB o deplasare virtuală oarecare în jurul punctului de sprijin C -atunci pîrghia CAB va ocupa poziția CA'B\ punctul de aplicație a torței P se va ridica cu înălțimea DM', iar punctul de aplicație al torței Q se va ridica cu înălțimea £ ?' Din asemănarea triun- Imprimăm pîrghiei % PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE CA' Din for ghiurilor CA'D' șCC'B'E' vom t mula ( ) rezultă că lucrul forței P și al forței Q pentru depla sările virtuale ale punctelor lor de aplicație vor fi: -\-Q*E'B' lucru (P) =—P*l)fA’, lucru (Q)~ Scriind suma lucrurilor mecanice, avem • lucru (P) + lucru (Q) =—P*D’A’■ Dar din condiția de echilibru a acestei pîrghii avem: sau în virtutea proporției date mai sus, putem scrie: : O D'A' adică acest fel, obținem: lucru (P) - lucru (Q) = CarePecZbrYae;ăSXi^r dilOr “T?!* a’S Ctlor două forte Palele ‘"pla“v,r,uale * echilibru greutățH^P P pla, U,Ui ,nc,ina‘ distanta '/ deplaSa Ш prin * , I » upu« sistemul Considerat mut legături ideale, rezultă că colind rezultanta tuturor leaețlunllor leaturilor, aplicate particulei materiale elementare de indice u, cu trebuie să avem ): n Adunînd această relație cu cea precedentă membru cu membru obținem * // П ' A» II II // n sau II Este ușor de arătat că din cauză că deplasările virtuale sînt arbitrare, această singură relație antrenează după sine sistemul de relații: ^ * “ , /*з ?з == , ,, care constituie ecuațiile de echilibru ale fiecărei particule element tare a sistemului Ecuațiile pentru acele particule, cărora nu le sîn-aplicate forțe active, nu conțin termenii F, după cum s-a arătat mai sus, imediat după demonstrația teoremei directe a lui Lagrange Demonstrația teoremei reciproce este bazată pe faptul că ipoteza contrarie duce la o contradicție cu relația dată • rn = , sau ceea ce este același lucru, n derat nu va fi în echilibru, adică cel puțin una dintre ecuațiile precedente de echilibru ale particulelor elementare materiale nu este egală cu zero Să presupunem că, de exemplu, suma F\-bR} diferă de zero, în timp ce celelalte sume similare sînt egale cu zero Dacă suma = adică particula materială cu indicele л= fie în echilibru trebuie PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE Я Din teorema directă și reciprocă ecuația lui Lagrange, rezultă că n n Jk* n n sau ( ) punctului să fie normală la plan n exprimă condiția necesară și suficientă de echilibru a unui sistem: material cu legături ideale bilaterale , t Necesitatea diferitelor formulări ale principiului deplasărilor virtuale pentru legături bilaterale și unilaterale se poate înțelege din următorul exemplu Dacă punctul material se găsește pe un plan cu o legătură ideală bilaterală, atunci pentru echilibrul punctului este necesar și suficient ca forța activă aplicată acestui punct sa fie normală la acest plan, și este indiferent în ce sens al normalei este dirijată această forjă Dacă însă punctul se găsește pe un plan cu o legătură ideală unilaterală, astfel încît punctul material să se poată deplasa, de exemplu, în sus deasupra planului, atunci pentru echilibrul punctului, deși este necesar ca forța activă aplicată, punctului să fie normală la plan, această condiție nu este însă suficientă,~ deoarece această forță activă nu trebuie să permită ca punctul să se deplaseze în sus deasupra planului, adică trebuie să fie dirijată de-a lungul normalei de sus în jos In ceea ce privește extinderea principiului deplasărilor virtuale pentru legături unilaterale, recomandăm cititorilor să se adreseze cursurilor mai amănunțite de mecanică rațională Vedem *n formulele ( ) sau ( ) nu intervin reacțiunile legaturilor; de aceea, dacă vom putea aplica ecuațiile ( ) sau ( Э ) la studiul echilibrului sistemelor materiale, vom putea obține din ele direct condițiile de echilibru ale terial arbitrar, supus Ia un număr bilaterale In acest fel, tuale la problemele staticii pune la dispoziție un rniiloc puternic Sr/^ “? react!uni'°r legăturilor ideale și totodată^ pentru obținerea condițiilor de echilibru, î и statica elementară duc la ecuații de echilibru general reacțiunile și care pentru „ W M |IUC ue eJtii-Shrticatr *) cu a »fe/( — unghiurile formate de ea cu axele Ox,OytOz> Aplicînd metodele staticii elementare (voi I, cap VI) obținem ecuațiile de echilibru ale punctului material sub forma următoare: cosaj-|-/V cosa = , /+ТѴ, cos pj - N cos p = , Z-\- cos | h N cos ț — , /i (•£, У,-z) — , / Comparînd aceste ecuații cu ecuațiile ( ) să avem: concludem că trebuie JV, COS a,=\ N cos a = X , ^cosp,=x,âA /V COS ₽ =>- ^ V cost =; ^- In acest fel, multiplicatorii lui Lagrange și Ă sînt legați de valorile modulelor reacțiunilor normale Nț și N ale suprafețelor /AjU) = și / (x, y,z)= prin relațiile ( ) Vedem că aplicînd multiplicatorii lui Lagrange pierdem avantajul extrem de important pe care- avem la principiul deplasărilor anurne> reacțiunile legăturilor ideale, eliminate în ecuațiile U ) sau ( , ), apar din nou în ecuațiile de echilibru Din acest motiv, metoda multiplicatorilor lui Lagrange se folosește rar ” Curs de mecanică teoretică II I atunci din ecuația ( ) vom avea: I N R ’ sau n- ± x/e I ^пктгрлт ЛТЕ ALE LUI LAGRANGE COORDONATE GENERALIZAI L DeMrec« mărime HW a ** «• «>"* obflnen,: interpretarea p-^ ’sau celor două soluții obținute ‘Td^m obține P-^ , sau «*Д Vom obține atunci din ecuația a treia: - - Y - z е ^ra(^e libertate Dacă punctul material este supus îg- Ură? e xPrimată Prin ecuația /(х,у,г)= , atunci cele trei în* S іГ v,riua*e elementare x, j>, ale acestui punct sînt legate rc ele prin ecuația a doua din ( ), adică numai două tlepla- sări virtuale elementare vor li arbitrare; in acest слл se крипе ей punctul are doua grade de libertate In slusil, dină punctul mole rial este supus la legături exprimate prin ecuațiile J\ (\,y, z) * « și A(v V atunci cele trei deplasări virtuale elementare ale acestui punct sînt legate intre ele prin ultima din relațiile ( ), adică numai o singură de Masare virtuală elementară va li arbitrara ; în acest caz se spune că punctul are un singur grad de libertate In § , la început, am văzut că dacă punctul material are trei grade de libertate, atunci consechiț i imediată a ecuației ( ) vor fi cele trei ecuații ( ), care constituie totodată coudi(iih) de echilibru, deoarece rcacțitinile legăturilor nu există iii acest caz Să presupunem acum că punctul material are două grade de libertate, deoarece coordonatele lui, x,p,z, sînt legate prin ecuația legăturii /(x,y,c) = , In acest caz, coordonatele lui x ygz, pot fi exprimate în funcție de doi parametri independenți qx și în felul următor: x==? ( Л )» I у=Ч’ іЛ )-G/i» V )= ■ ■ - v л '• ’ • • * • • ’ t - ■* ' b- • j r-^ \ • / ’ * * • * ■* ’xțr t Cele două ecuații ( ) cu două necunoscute qx și q , rezolvă problema echilibrului unui punct material cu două grade de libertate deoarece, obținînd din ecuațiile ( ) valorile parametrilor qx și q y vom determina pe baza formulelor ( ): coordonatele x, y, z ale punctului considerat Să presupunem, însfîrșit, că punctul material are un singur grad de libertate, adică coordonatele lui x, yy z sînt legate între ele prin ecuațiile, de legătură fx (x,y,z) = O Л(^Л^)= Este ușor de văzut că dâcă trei coordonate x,v,z ‘ t legate între ele prin două relații Л(х,у,г) = și f (x, y, z) = , atunci aceste coordonate pot fi exprimate îh funcție de un singur parametru independent q în felul următor: ( Уі =’h Oi- Яг zi ~ Zi ( i- Яг &X'=^&q' + ^ ^+ ■■■ ^/ I’ • IM PLASĂRILOR VIRTUALE l'RINCJPÎUI Cu notații prescurtate aceste ecuații pot fi scrise sub forma: ® z ^/ H • * ИЛ unde л« , , , N COORUUNATl GI NI RALIZAIT ALE LUI LAGRANGE Observăm că uneori este posibil să se obțină relațiile diferențiale ( ) direct, de exemplu din considerații de cinematică, fără a diferenția expresiile de forma ( ), care pot fi chiar necu-nos 'ute De exemplu, presupunînd că în § , exemplul , vom avea: ( , ) Atunci ecuația fundamentală a principiului deplasărilor virtuale va căpăta forma: x + +^ I • ( ) QzGZi» ^ >***> * /)“" o, / Ecuațiile ( ) reprezintă condițiile de echilibru ale unui sistem material; determinînd din aceste ecuații valorileq{, q , qP putem găsi înlocuind valorile acestor parametri în formulele ( ) > coordonatele punctelor materiale ale sistemului, corespunzătoare poziției de echilibru Folosind metodele staticii elementare sau principiul deplasărilor virtuale cu multiplicatorii lui Lagrange, după cum s-a arătat la § pentru un singur punct material, putem tiu nlttrnai să găsim condițiile de echilibru, dar să și determinăm reacțiunile legăturilor: această determinare a reacțiunilor este uneori foarte importantă S-ar părea la prima privire că folosind principiul deplasărilor virtuale cu utilizarea coordonatelor generalizate ale lut Lagrange pierdem posibilitatea de a determina reacțiunile legăturilor, deoarece reacțiunile sînt eliminate în această metodă, l otuși, acest din urină fapt nu împiedică folosirea principiului deplasărilor virtuale pentru determinarea reacțiunilor In adevăr, să presupunem că se cere sâ se determine o anumită reacțiune aleasă a legăturii Iu acest ca/ EXEMPLE vom elimina a dezvoltat-o «“•S# ST- !**®* ?»Й ,„a«J '“«Ktal, ji Xă'"Srt deplasare infinit mică de așa natura, incit f, de cea eliminată să fie menținute Deoarece valorile parametrilor lui Lagrange, care corespund poziției de echilibru a sistemului material considera , au fost defer cu numărul total de legături, rezultă >că aplicînd din nou principiul deplasărilor virtuale la sistemul material modificat prin eliminarea unei legaturi, obținem o ecuație pentru determinarea reacțiunii necunoscute a legăturii Prin urmare, principiul deplasărilor virtuale nu numai că ne permite să determinăm reacțiunile legăturilor, dar ne permite totodată să determinăm numai acea reacțiune pe care trebuie s-o aflăm; în paragraful următor se va arăta prin exemple concrete cum se procedează în practică Am văzut că întroducînd coordonatele generalizate ale lui Lagrange, expresia lucrului mecanic elementar poate fi scrisă sub forma următoare: I r •avea dimensiunile momentului unei pe care o au cantitățile Q în se numesc forțe generalizate Z'J /-І kl JHL « în studiul exemplelor care are un punct De aici rezultă că fiecare produs Qm Sqm trebuie să aibă dimensiunea unui lucru mecanic Prin urmare, dacă variația bq are dimensiunile unei lungimi, mărimea Qm are dimensiunile unei forțe, dacă insă variația bqm va avea dimensiuni nule (ca de exemplu, un unghi), cantitatea Qm va forțe Oricare ar fi dimensiunea toate cazurile mărimile Q л ■ y # ; • ? v t T" In acest paragraf vom folosi coordonatele generalizate ale lui Lagrange fi* C, îo^furufclTuia bara abs?lll - Punctele Д și В cu pemendicuilrc i cl^ formează respectiv unghiurile a și ^askconX^^ЛС/А ndicate în punctele A și R Se cere să se Este evident că C i" ’ И(и f lbarei ?ub actiunea forțelor aplicate R și /к a esicmul material considerat are un slnmir emiri j - PRINCIPIUL DEPLASĂRILOR VIRTUALE drept coordonată generalizată a lui Lagrange vom considera unghiul Ѳ format din bara ACB cu o poziție oarecare inițială a ei Să imprimăm sistemului material o deplasare virtuală infinit mica, rotind bara ACB în jurul punctului C cu un unghi infinit mic Ѳ; punctul A va descrie atunci arcul de cerc АА’^СА* Ѳ, iar punctul В va descrie arcul de cerc BB*==CB- o Deoarece deplasarea elementară infinit mică AAf forța Fx unghiul а forța forte , iar deplasarea elementară infinit mică BB' F unghiul я—₽, rezultă că lucrurile mecanice elementare vor fi: / lucru (F\) = Ff AA' cos a=F -C cos аЗѲ, I 'COS ЕЗѲ formează cu formează cu ale acestor In conformitate cu principiul deplasărilor virtuale â • • Л • Л In conformitate cu principiul deplasărilor virtuale, condiția de echilibru a acestui sistem material va rezulta din egalarea cu zero a sumei lucrurilor mecanice ale forțelor " ж " ” " ' ’ , adică trebuie să avem * ’Л *• - ■ * lucru (Fj)+ lucru (F ) = (FrCA cos a- • CB cos ) ЗѲ = Deoarece variația ЗѲ este arbitrară, obținem de aici condiția de echilibru sub forma: Fx • CA cos а = F • CB cos p Л r /’i și ' în această deplasare virtuală infinit mică Vom avea; lucru (Fj) -/’j A A' cosa = Fj • CA cos аЗѲ, lucru Cfi cos , ) y - EXEMPLE - Deoarece variația SO este arbritrară, obținem de aici condiția de echilibru sub forma: ,, o Dacă unghiurile a și p sînt egale cu zero, ajungem la condiția cunoscuta de echilibru a unei pîrghii de gradul doi Să se studieze condiția de echilibru a unui șurub, pe al carul cap acționează o forță P, perpendiculară pe axa șurubului; în lungul axei șurubulu acționează o forță Q, așa cum este arătat în fig Fie pasul șurubului egal cu h iar diametrul capului șurubului egal su P Imprimăm șurubului o deplasare virtuală infinit mică, rotindu- cu un unghi infinit mic Ѳ Deoarece capătul al șurubului coboară cu o distanță h prin rotirea șurubului cu un unghr egal cu л, rezultă că prin rotirea șurubului cu unghiul , punctul A va coborî cu înălțimea — Ѳ și lucrul mecanic al forței Qvafi egal cu— Q — Ѳ л , — Prin rotirea șurubului cu unghiul ЗѲ, punctul В va descrie un arc infinit mic de elice circulară, a cărui proiecție pe direcția H forței P va coincide cu un arc infinit mic al circumferinței cu centrul în punctul O și cu raza egală cu R De aceea, în conform itate cu § , lucrul mecanic elementar al forței P va fi egal cu P - R o> In conformitate cu principiul deplasărilor virtuale, condiția de echilibra a șurubului va fi: sau nR In cele trei exemple precedente am avut de-a face cu sisteme cu uir singur grad de libertate, care se găseau sub acțiunea a două forte Se poate arăta că în acest caz are loc așa numita regulă de aur a mecanicii, stabilită de Galileu Fie un sistem oarecare cu un singur grad de libertate în poziție de echilibru sub acțiunea a două forțe P, si să notăm cu u V c SUL» duuuned a uuua Torre și ^ ; sa notam cu ЗЛ si valorile absolute ale proiecțiilor deplasărilor infinit mici ale punctelor de ’ aplicație ale ин trebuie diția de echilibru va fi: De aici avem: adică n mai mare decît te rea ? s este mai mică decît sînt proiecțiile deplasării infinit mici de translație r , comună pentru toate punctele solidului rigid De aceea, relația precedentă poate fi scrisă astfel: л n de unde obfinem condițiile de echilibru sub 'V Zj — n П forma EXEMPLE In acest caz, solidul rigid are trei grade de libertate Dacă solidul rigid poate avei numai o mișcare de rotație în jurul unei axe fixe, pe care o vom considera ca axa Oz, atunci din formula ( ) vom avea: ИОН к-# I іІМзН !IH Ix/ll I ж t n n I In acest fel, condiția de echilibru va fi: V / "• In acest caz, solidul^ rigid are un singur grad de libertate Dacă solidul rigid poate avea o mișcare elicoidală, vom lua drept axă Oz axa mișcării elicoidale și vom nota cu z deplasarea de translație de-a lungul axei z, infinit mică, comună pentru toate punctele solidului rigid; atunci vom avea: si vom obține: • I ЭДз sînt arbitrare și indepen» dente, vom putea satisface această relație numai punînd: In acest caz solidul rigid are șase grade de libertate Toate aceste condiții au fost obținute mai înainte prin metoda staticii elementare, in primul volum al acestui „Curs de mecanică teoretică" Să se rezolve problema analizată la sfîrșitul § , folosind coordonatele generalizate ale lui Lagrane Deoarece ecuația legăturii va fi: x -r j' —/? = , punînd x=/? cos q, у = R sin q, vom obține: x=— ? sin q q, y = R cos q q Prin urmare, ecuația de echilibru poate fi scrisă astfel: (—k‘ R' sin t : x | In acest fel, toate cele trei reacțiuni au fost separate și determinate Rezultatele obținute pot fi verificate, punînd = în răspunsurile obținute pentru exemplul similar din voi i t *• $ DINAMIC X —’ • • F-'”^r ’ 'ПР- * l'UNC'l ULUI MA I ЕРІЛІ ~ CAPITOLUL XXVI LEGILE LUI NEW TON ȘI PROBLEMELE I UNDA MENTALE ALE DINAMICII § Istoric înainte de Galileu forțele, și mai ales forța greutății, se foloseau numai în problemele de statică In lucrarea lui Galileu apărută în „Discorsi e dimonstrazioni matematiebe intorno a duc nuove scicnze" (Convorbiri și demonstrații matematice, privind două domenii noi ale științei), Galileu a examinat pentru prima dată problema mișcării solidelor sub acțiunea forței greutății lluyghens ( — / a completat cercetările lui Galileu prin studiul mișcării pendulului și al forței centrifuge In a apărut în limba latină renumita carte a lui Newton / „Philosophiae naturalis principia mathematica" (Principiile matematice ale filozofiei naturale) Această lucrare există în limba rusă în traducerea academicianului Alexei Nicolaievici Krîlov ( — ) (Culegerea operelor academicianului A N Krîlov, voi Vii, ) Din momentul apariției cărții lui Newton, dinamica a căpătat o bază solidă pentru dezvoltarea eL Descoperirea calculului diferențial și integral cMrc ( C — ) a pus la dispoziția dina- micii un instrument matematic comod, deși însuși Newton a dus cercetările sale în dinamică prin metoda geometrică Prima aplicare sistematică a analizei la dinamică și la mecanică în general, a fost făcuta de Eulcr în cartea, sa „Mecanica sau studiul mișcării-(Mechanica sive motus scientia), apărută în D’Alembert ( — ) a dat în cartea sa „Dinamica" (Traitd de dinamique) care a apărut în , o metodă generală de întocmire a ecuațiilor dinamicn pentru flecar® problemă, leuînd dinamica cu stanca In s irșit, La/range In „Mecanica analitică" a sa (Мёсапкіие analyticue) înregistrata de academia de Științe din Paris la februarie (există și o traducere rueă), a dat o expunere pur analitică i Întregii mecanici atlt a punctului, cît și a sistemelor Construind întreaga statică pe principiul deplasărilor virtuale și legînd principiul deplasărilor virtuale cu principiul lui D’Alembert el a obtiimt dinamicii Hllrșit, Lagrange în „Mecanica analitică" ; Л J * ' Л Л Л a dat o expunere pur analitică a o metodă unitara de deducere ecuațiilor a obținut ‘zvol tarea DINAMICX PUNCTULUI MATERIA! CAPITOLUL XXVI LEGILE LIII NEWTON ȘI PROBLEMELE FUNDAMENTALE ALE DINAMICII § Istoric înainte de Galileu forțele, și mai ales forța greutății, se foloseau numai în problemele de statică In lucrarea iui Galileu apărută în „Discorsi e dimonstrazioni matematiche intomo a due nuove scienze" (Convorbiri și demonstrații matematice, privind două domenii noi ale științei), Galileu a examirat pentru prima dată problema mișcării solidelor sub acțiunea forței greutății Huyghens ( — ) a completat cercetările lui Galileu prin studiul mișcării pendulului și al forței centrifuge In a apărut în limba latină renumita carte a lui Newton: „Philosophiae naturalis principia mathematica" (Principiile matematice ale filozofiei naturale) Această lucrare există în limba rusă în traducerea academicianului Alexei Nicolaievici Krîlov ( — ) (Culegerea operelor academicianului A N Krîlov, voi VII, ) Din momentul apariției cărții lui Newton, dinamica a căpătat o bază solidă pentru dezvoltarea ei Descoperirea calculului diferențial și integral de către Newton și Leibniz ( — ) a pus la dispoziția dinamicii un instrument matematic comod, deși însuși Newton a dus cercetările sale în dinamică prin metoda geometrică Prima aplicare sistematică a analizei la dinamică și la mecanică în general, a fost făcută de Euler în cartea sa „Mecanica sau studiul mișcării’* (Mechanica sive motus scientia), apărută în D’Alembert ( — ) a dat în cartea sa „Dinamica" (Trăite de dinamique) care a apărut în , o metodă generală de întocmire a ecuațiilor dinamicii pentru fiecare problemă, legînd dinamica cu statica In sfirșit, Lagrange în „Mecanica analitică" a sa (Mdcanique analvticue), Înregistrata de academia de Științe din Paris la februarie (există și o traducere rusă), a dat o expunere pur analitică a întregii mecanici atlt a punctului, cit și a sistemelor Construind întreaga statică pe principiul deplasărilor virtuale și legînd principiul deplasărilor virtuale cu prin aptul lui D’Alembert, el a obținut o metodă unitară de deducere a ecuațiilor dinamicii Dezvoltarea DINAMICA PUNCTULUI MATERIA! CAPITOLUL XXVJ LEGILE LUI NEWTON ȘI PROBLEMELE FUNDAMENTALE ALE DINAMICII § Istoric înainte de Galileu forțele, și mai ales forța greutății, se foloseau numai în problemele de statică In lucrarea lui Galileu apărută în „Discorsi e dimonstrazioni matematiche intorno a due nuove scienze" (Convorbiri și demonstrații matematice, privind două domenii noi ale științei), Galileu a examinat pentru prima dată problema mișcării solidelor sub acțiunea forței greutății Huyghens ( — ) a completat cercetările lui Galileu prin studiul mișcării pendulului și al forței centrifuge In a apărut în limba latină renumita carte a lui Newton: „Philosophiae naturalis principia mathematica" (Principiile matematice ale filozofiei naturale) Această lucrare există în limba rusă în traducerea academicianului Alexei Nicolaievici Krîlov ( — ) (Culegerea operelor academicianului A N Krîlov, voi VII, ) Din momentul apariției cărții lui Newton, dinamica a căpătat o bază solidă pentru dezvoltarea ei Descoperirea calculului diferențial și integral „Mecanica sau studiul mișcării “ D’Alembert de către Newton și Leibniz ( — ) a pus la dispoziția dinamicii un instrument matematic comod, deși însuși Newton a dus cercetările sale în dinamică prin metoda geometrică Prima aplicare sistematică a analizei la dinamică și la mecanică în general, a fost făcută de Euler în cartea sa (Mechanica sive motus scientia), apărută ( — ) a dat în cartea sa „Dinamica" (Trăite de dinamique) care a apărut în , o metodă generală de întocmire a ecuațiilor dinamicii pentru fiecare problemă, legînd dinamica cu statica In a sa (Mecantque analytique), la februarie a dat o expunere pur analitică a , cît și a sistemelor Construind sfîrșit, Lagrange în „Mecanica analitică" , înregistrată de academia de Științe din Paris (există și o traducere rusă), întregii mecanici atît a punctului, cît și a întreaga statică pe principiul deplasărilor virtuale și legînd principial deplasărilor virtuale cu principiul lui D’A lember o metodă unitară de deducere ecuațiilor dinamicii el a obținut PRIMA LEGE Л LUI NEWTON LEGEA INERȚIEI ulterioară a dinamicii a mers pe căile trasate de acești mari cercetători Astfel, a fost creată acea știință solidă care este cunoscută în prezent sub numele de mecanică clasică sau mecanică newtoniană In cursul de față al mecanicii teoretice clasice, vom începe expunerea dinamicii cu legile fundamentale ale dinamicii, stabilite de Newton și numite de el: „Axiomele sau legile mișcării" (in latină Axiomata sive leges motus) Din cauza importanței acestor legi se va da și textul lor original în limba latină Trebuie avut în vedere că expunînd legile sale, Newton folosește cuvintul „corp", înțelegînd prin această noțiune o „cantitate de materieu oarecare Totuși, ar fi mai bine ca în locul cuvîntului „corp" să se folosească termenuk modern de „punct material", ceea ce ar fi adus o precizie completă în formule Cît privește legile mișcării corpurilor, adică a sistemelor de puncte materiale legate, ele pot fi obținute ca rezultat al legilor mișcării punctelor materiale In „Cursul de mecanică teoretică" de față, va fi expusă mai întîi dinamica punctului material, iar apoi dinamica sistemelor izolate de puncte materiale și dinamica solidelor rigide In privința cuvîntului „proporțional" din legea a doua, este util să se citeze explicația academicianului A N Krîlov, dată de el în traducerea cărții lui Newton și anume: Trebuie de asemenea avut în vedere că, în acele timpuri, pentru a stabili măsura unei mărimi, se stabilea numai proporțio-nalitatea ei cu alte mărimi, de care depinde această măsură Atunci nu se spunea ca în prezent (cînd se admite o ipoteză determinată despre unitatea de măsură adoptată) „aria unui dreptunghi este egală cu produsul dintre bază și înălțime", ci se spunea (presu-punînd că unitatea de măsură este arbitrară) „aria unui dreptunghi este proporțională cu baza și înălțimea lui" § Э Prima lege a lui Newton Legea inerției Prima lege a lui Newton a fost dată de el în formularea următoare: Orice corp continuă să se mențină în starea sa de echilibru sau de mișcare rectilinie și uniformă, attt timp și în măsura în care el nu este obligat de forțele aplicate să-și modifice această stare Textul în limba latină al legii este următorul: Corpus omne perseverare in stătu suo quiescendi vel niovendi uniformiter in directiun, nisî quatenus illud a viribuș impresis co-gitur statum suum mutare T LEGILE LUI NEWTON Șî PROBLEMELE FUNDAMENTALE ALE DINAMICII Cît ііи мугцві iW^ețțHb Expresia analitică а legii а doua а Iul Newton este: ( ) Formula ( ) arată că forța /’, ale cărei proprietăți au fost studiate în statică, fiind aplicată unui punct material, produce o variația a cantității de mișcare mo a acestui punct astfel, îneît derivata în raport cu timpul a cantității de mișcare a punctului material este egală cu forța care acționează asupra acestui punct material Deoarece în mecanica clasică masa unui punct material se consideră ca o mărime constantă, din formula ( ) obținem: m dv dt f nici "-i ( ) Această formulă pe care am întîlnit-o încă înainte de definiția masei, poate fi exprimată în felul următor: Produsul dintre masă și accelerație este ducerea noțiunii de masă trebuie stabilită unitatea de masă și procedeul de măsură al masei La fel ca și la măsurarea Oricărei mărimi, unitatea de masă trebuie stabilită țîonal alcgîud în mod arbitrar masa unui solid oarecare drept masa unei greutăți, executate din platină, și care se păstrează la palatul de măsuri și Această unitate de masă poartă numele de мН, se pot măsura masele și dinamic Intr-adevăr, aplicînd aceeași forță F la două particule materiale diferite m și m^ obținem: та-^пца^ numai conven unitate Drept unitate de masă se consideră greutăți din Paris kilogram -masă Folosind formula F ( ) m ț = m \ « ч ' ' ;t ’ - н obținem î realatla precedentă și reda Prin urmare, dacă asupra unui punct două forțe F{ și / \T; Л £ І я V * JV Я ВіТ Г Т V і М ’ ’* *'і ' Vi ■' i * “ -■ » *J| ■ * ' * n’%, Д *■ " ’ • "* j* ► ' ’k * ', / - * ж ' Xf ( "'Л f У ' ' '•**-' ț Ж к Vi» и А ’ ■ ' • з * f Ф хч * Чв ~- * " "* ■ ВА ■ іж д Я * ■ Se • - -| : ь ,-Х • : я К » •- А ■" д \ , лж U ' й г I Р I \ £і * ' ;-'»■■ г І' -Д* іЛ > I f ’ * • '* ’ f ‘ ' ' • V a ,ji& і іДОйжд у гі uLbJL ;â : > • • І ЯІ Ж» ТВ^^^Ж—Ț— bu , У Si ■ Й| t f DETERMINAREA MIȘCĂRII UNUI PUNCT MATERIAL "- ■ - ■' ■ ' - ■ de • cazurj yor( /’ menționate, în mod special, în cadrul cursului, și vor fi tratate intr-un capitol special C?olT'ta!e CU Ce'e expuse mai inainte, vom porni de la ecuația ( ), adica dv i~ m -dt=p- ( ) înmulțind ambii membri ai acestei ecuații cu dt obținem: mdv=Fdt Să integrăm ambii membri ai acestei relații între limitele t si t și sa presupunem că pentru t=/ avem u = u ; vom avea: * ’ mv-mv ^Fdt * ( ) to Integrala forței în raport cu timpul, luată într-un anumit interval ■de timp, masoara o mărime mecanică, care poartă numele de zZă Tctonea' fo"f aCeSt ‘nterVal de timp- ,mPu,sul fortei caracterimăt’or aCeea’ f°rmUla ( ‘ ) P°ate fi interpretată în modul ur? '"Я ' * * inte^nfTaf^antităttU de ™?саге a unui !lllnct material într-un -nterval de timp este egala cu impulsul forței care acționează asupra punctului în același interval de timp тиіем'РНІо inhala funcției vectoriale din membrul drept al formulei ( ) este limita sumei vectoriale a unui număr infinit de trezie'JefCtOrial* ’nfinit тІСІ ЛДЛ iar modu,ul sumei vectorilor meSor sumei vol î b™'* -ega‘ C“ SUma raodulelor ter- ucniior sumei (voi , § ), trebuie sa avem: t \ t \Fdt ^ Fdt h ta Dacă în intervalul de la ta la t avem FcN, unde N este un тштЗг constant oarecare, vom obține: nun,ar r- r ' ' Fdt J Fdt «г ’ l ' L ' ' • ** ІИІж ’ л РаЦчІЖІ ВѴІ > f ‘ і • ( : I V> L AV ’ Vi a I * Bv ' V ■ Л» * z » I i •> ? - * ’ t LEGILE LUI NEWTON Șl PROBLEMELE FUNDAMENTALE ALE DINAMICII Prin urmare, dacă t va fi foarte apropiat de / , modulul diferenței cantităților de mișcare ale punctului material va fi infinit mic In acest fel, O forță finită într-un interval de timp infinit mic poate modifica cantitatea de mișcare a punctului material doar într-cr măsură infinit mică De exemplu, forța greutății modifică cantitatea de mișcare a unui punct greu într-un interval de timp infinit mic într-o măsură infinit mică Forța care într-un interval de timp infinit mic modifică cantitatea de mișcare a unui punct material într-o măsură, finită, poartă numele de forța de percuție — dr * Deoarece v = (voi I, § ), ecuația ( ) poate fi scrisă astfel > ПТ - == dt* r * este greutatea punctului material, iar g — accelerația în și ecuația ( ) poate fi scrisă și sub ■ ' l Я ' i i ' ! T Б ЕВ ■ P d r ( ) Dacă cădere liberă, atunci m = forma: - ' ( ) în tehnică, formula ( ) se folosește mai des decît formula precedenta Introducînd un sistem ortogonal Oxyz de axe fixe de coordonate, vom avea: I pf', •* r = і x + /У + kZ, de aici găsim: m d x dt = I jY-\- kZ; d*y dt rf/ ( > I sau ( ) g ’ g dP • g = bacă mișcarea punctului material este nlauă în L-ni „ a • ecuații vom avea numai două ecuații iar 'hei', к , ‘P- material este rectilinie, în locul celor t e mii v , l’Huctului o singură ec uatie in’ căzui urnii muc? SSial^V^ А К z taN tot «КЖЙЙеК"* determinarea mișcării inii punct material ale punctului în mișcare și de proiecțiile ~ale vitezei lui; ctt at dt prin urmare, în cazul general ecuațiile ( ) sînt de forma: ( ) Prin urmare, problema determinării mișcării unui punct material se reduce din punct de vedere matematic la problema integrării unui sistem de trei ecuații ( ) de ordinul doi Din teoria ecuațiilor diferențiale se știe că integrala generală a sistemului celor* trei ecuații diferențiale ( ) trebuie să conțină șase constante arbitrare, adică trebuie să aibă forma Z V > ^ » ^ » ^ » ^б)’ I У=Л(П C„ C ) C , C , C , C ), ( ) ^■==/з e,, C , C , C C , C ), J în care Cp C , C , C , C , C sînt constante arbitrare Prezenței în integrala a șase constante arbitrare poate fi explicată și bazîn-du-ne pe mecanică, fără a apela la teoria matematică a ecuațiilor diferențiale In adevăr, în orice problemă de dinamică a punctului cînd se caută mișcarea unui punct material sub acțiunea unei forțe date, putem alege o poziție inițială și o viteză inițială arbitrare ale punctului material, adică putem presupune că în momentul Wal coordonatele init*ale x , y ) z și proiecțiile (~, Ій) ’ \di] a'e vitezei inițiale a punctului material sînt date arbi-trar; întreaga mișcare ulterioară a punctului material trebuie să fie determinată de alegerea acestor șase valori inițiale Din ecuațiile ( ) și din ecuațiile pe care le obținem deri-vînd în raport cu timpul t ambii membri ai formulelor ț b vom putea găsi valorile constantelor arbitrare, corespunzătoare problemei particulare date In adevăr, pe această cale obținem pentru determinarea celor șase constante arbitrare Cn C , C , C , Cj, următoarele șase ecuații: LEGILE UI NEWTON Ș! PROBLEMELE fundamentale ale dinamicii / (f ’ ( ) In cele șase ecuații ( ), membrii din dreapta sînt cunos-cuți; cantitatea f este de asemenea cunoscută De aceea, din aceste șase ecuații se pot determina cele șase constante arbitrare, §i în orice problemă mecanică corect formulată și corect rezolvată, posibilitatea, deși teoretică, de a determina aceste șase constante arbitrare din cele șase ecuații ( ), va fi asigurată Desigur, în cazul mișcării punctului material în plan, cînd cele trei ecuații ( ) se reduc la două ecuații, din cele șase constante arbitrare rămîn numai patru; în cazul mișcării punctului ma- terial pe o linie dreaptă, cînd cele trei ecuații ( ), se reduc la o singură ecuație, numărul constantelor arbitrare devine egal cu două z Orice ecuație între t, x, y, z care este satisfăcută de ecuațiile ( ), este valabilă pentru orice valori inițiale ale timpului t și conține o constantă arbitrară, poartă numele de integrală" primă a sistemului de ecuații diferențiale ale dinamicii punctului Rezolvînd integrala primă în raport cu constanta arbitrară, se poate reduce această integrală la forma =const ( ) Menționăm că pentru rezolvarea ecuațiilor ( ) este util ca valoarea constantei arbitrare să se determine imediat după ce această constantă arbitrară apare, dacă valorile inițiale ale variabilelor sînt cunoscute din condițiile problemei, și nu trebuie căutate mai întîi integralele sub forma ( ) și apoi determinate constantele arbitrare din ecuațiile ( ) Alegînd prima cale se ușurează de obicei mult calculele DETERMINAREA MIȘCĂRII UNUI PUNCT MATERIAL Putem da ecuației ( ) următoarea interpretare geometrică Dintr-un punct arbitrar O al spațiului, construim mu torul mo avea: = OA și vec-OB (fig ); atunci, în virtutea formulei ( ), vom Fdt = AB Deoarece riie forțelor va fi valabilă relația pentru forțe avem relația rezultă că și pentru impulsu-în același interval de timp dt=\Fdt} ( ) «deoarece pentru forțe este valabil principiul suprapunerii efectelor, rezultă că și pentru impulsurile forțelor într-un interval de timp oarecare trebuie să fie de asemenea valabilă legea suprapunerii efectelor impulsurilor Prin urmare, impulsul unei forțe într-un interval de timp oarecare are o mărime, direcție și sens, și i se -aplică regula adunării geometrice, adică acest impuls este un vector Să facem acum să tindă nelimitat timpul t către / , mărind totodată modulul forței F, astfel îneît impulsul forței să fie finit, adică să avem: t =pt ( ) to **>* în care P este finit O forță infinit mare, care are într-un interval de timp infinit mic un impuls finit, poartă numele de forță de percuție Impulsul P al acestei forțe poartă numele de percuție Formula ( ), adică , mu—muQ^P, ( ) este valabilă și aici, numai că în acest caz, în momentul percuției are loc o discontinuitate a valorilor vitezei, astfel incit este viteza imediat înaintea percuției, iar v este viteza imediat după percuție Dacă f(j== , vom avea: EGIl E LUI NEWTON $ PROBLEMELE FUNDAMENTALE ALE DINAMICII Din această formulă rezultă că, cantitatea de mișcare este egală cu регсира, adică cu impulsul forței de percuție; mărimea mv se numește adeseori și impuls, ceea ce este preferabil numelui de „cantitate de mișcare *, deoarece în acest caz nu se pierde sensul vectorial al acestei mărimi Deoarece percuțiile P sînt vectori, două percuții P} și P , aplicate aceluiași punct material, pot fi înlocuite printr-o percuție Z\ ®ide Notînd vitezele punctului material de masă m, acestor percuții, respectiv cu v, și u > formulei ( ) și a formulei compunerii тѵ=тѵл-\-тѵ , unde P= ob|inute de el vom ob{ine în percuțiilor : datorită virtutea sau Х=Л ( , gen Asupra unui cu proiecțiile X', Prin urmare, dacă asupra punctului material vor acționa simultan niîULP\?i f ’-care imprimă acestui punct în cazul actiu- Vltezele- ’Й Și atunci Punctu , - +fc X = , — +/f y = r dt dt Să se scrie ecuațiile diferențiale ale mișcării unui punct material cu masa m, atras după legea gravitației universale de un punct material fix cu masa M Luăm poziția O a punctului material fix, ca origine a unui sistem Oxyz de axe ortogonale de coordonate fixe (fig ) Din formula ( ) modulul forței de atracție a punctului material m către punctul material M, este к - Să găsim dimensiunea factorului de propor-ționalitate k; deoarece dimensiunea forței în unităti fizice este MLT “ iar mM , ’ ’ dimensiunea mărimii -este M L~ r ’ A ^ * Nojînd unghiurile formate de vectorul de poziție r al punctului material cu axele de coordonate prin a, p, ț, avem: rezultă că dimensiunea factorului к este Deoarece forța de atracție este dirijată în sens opus vectorului de pozttk rezultă că cosinusurile unghiurilor formate do aceasta cu axele de oordona te •> Y EXEMPLE sînt egale cu -» » axele de coordonate vor fi: • De aceea, proiecțiile forței de atracție per mM у m M z r r Aplicînd ecuațiile ( ) obținem: d y mM у mM z d~x x — +кМІ- = , df r — + Ă* W—- = d/ m — d/ unde Să^ se găsească forța care imprimă punctului material de masă m, mișcarea plană determinată de formulele: X = flCOS(/tf + s), y = sin (A +$), Г în care o, b, к și s sînt constante Se știe că traiectoria acestui punct va fî elipsa (voi I, § ): • £ Luînd derivata a doua în raport cu timpul t al coordonatelor x, у ale punctului material in mișcare și întroducîndu-le în primele două din formulele ( ), vom obține: v s * ' ’ ■ > > '• ♦ у • ' Г • ~mk a cos (/tf+s), Y~—mk?a sin (kt+s) «Aon ale ^or’^!se poate da și o altă expresie, dacă se folo- ШРПА ci U e e coordonatelor x și y In adevăr, se vede ușor că avem de ase-ПХПиа Șl I ’ л = ~тк^х, Y=~mk y; de aici, pentru modulul forței F găsim: =m№ obține^™ un^^ur^e a P f°rnia^e de forța A cu axele de coordonate vom adică forța A este dirijată către originea coordonatelor ( » GUI IUI NEWTON PROBII MELE FUNDAMENTALE ALE DINAMICII Să se găsească forța suplimentară sub influenta căreia punctul material greu, cu greutate mg, se poate mișca de-a lungul axei Ox, dirijată pe verticală în sus, după legea: în саге C și к sînt constante Notînd proiecția forței suplimentare pe axa Oz prin Z, vom obține din ecuația a treia ( ): = — mg+Z Scriind derivata a doua a lui z în raport cu t, vom avea: prin urmare, vom avea: Z = mg—mge =mg ( — Se vede ușor, că proiecția Z a forței suplimentare poate căpăta și o altă formă Notînd proiecția — a vitezei cu v, găsim: de aici obținem: dt aeruiu!, în cazul căderii' lente în aera Să se determine cu greu de greutatea P în aer nala cu pătratul vitezei ge ^^kv+g Prin urmare, forța suplimentară Z găsim : Z=mg—mku—mg= —mkv puterealnfli , ia?^^amta^maț”!jrLp°ate « inată proporțională cu viteza la aerului, în cazul acționează, de exemplu, ?Sen‘a unor particule ușoare, mici rezlsten‘a cc viteză constantă poate să гянз vuczei nim rrfpunInd câ rezistența aerului elte stanlă necunoscută prin o • гЛгеи , cădere , a acestui punct va fi atunc‘egală 'len a'aerU'Ui *a ° Vitezâ S-p; вііа^ PUn X » r, x И de forța F, constantă ca direcție, și forța de rezistentă R, a cărei direcție este opusă direcției vitezei v a Pu"ctul“'„ Sa încît sistem ortogonal de axe fixe de coordonate Oxyz, astfel incit axa Oz să fie paralelă cu forfa R Deoarece cosinusurile unghiurilor formate de vectorul viteză o al punctului material cu axele dc coordonate sînt respectiv,-igale cu: dx uv dt' ~v~ două ecuații fixe de coordonate Oxyz, astfel incit Deoarece cosinusurile unghiu- n, и V rezultă că primele forma u dt ’ din sistemul и ( ) vor căpătă dy n v dt dy înmulțind a doua dintre aceste ecuații cu , prima cu & și zînd rezultatele membru cu membru, vom obține: d y dx d x dy o sau: dt dt) Dar această relație poate fi scrisă sub forma / dy \ d dt I Integrînd, vom avea: dy dt dx dt Și mai departe: dt чаи dy bdx y=kx-\-b, ‘■Ж-* ?i S!? ' constante arbitrare Ultima ecuație este ecuația V «înf , plai?u, Ov>’ duPă dreapta У suit coordonatele punctului material unui plan paralel cu axa y^kx+b Deoarece x și INTEGRALA MOMENTULUI C’NETIC INTEGRALA mobil, rezultă de aici că traiectoria acestui punct este ? curbă plană, al cărei plan este paralel cu forța F Acest rezultat va fi utilizat mai departe la studiul mișcării unui punct greu, int:mpin: d plană, al cărei plan este paralel cu forța rezistența mediului în care să mișcă punctul greu Să alegem planul în care se mișcă punctul greu ca plan Oxy, în care axa Ox este orizontală, iar axa Oy este dirijată pe verticală în sus Deoarece vectorul reprezentîr d greutatea acestui punct material este totdeauna perpendicular pe axa Ox, rezultă că în raport cu această axă cantitatea de mișcare se conservă at în care C este o constantă arbitrară Dacă viteza inițială a pun tului considerat, u , formează unghiul a cu axa Ox, atunci pent momentul inițial vom avea: de aici obținem: Integrînd și presupunînd că în momentul /= , punctul mobil se găsea în originea coordonatelor, vom avea: • X = t\/ COS X * Prin urmare, proiecția punctului greu în mișcare pe axa orizontală are o mișcare uniformă cu viteza cos a § Integrala momentului cinetic; integrala ariilor Să ^derăm ecuația de mișcare ( ) a unui punct material >i dî> = înmulțind ambii membri ai acestei ecuații vectorial cu F, vom obține: ?Xmf=?XF Mei Pmb™',drPt a' UWmei ГеІа^ se găseȘ'e momentul Al al membrul sting al prezentat sub О ЛІІЯ гміНп w forței cată; într-adevăr, avem: dr x mv o altă formă, puțin modifi Z r» dl> dt Deoarece vectorii v și mv căpătăm: integralele ecuațiilor diferențiale sînt coliniari vom avea vxmv= , și ? X mX mo), adică produsul ?Xm% este egal cu derivata în raport cu timpul a momentului cinetic (momentul cantității de mișcare), al punctului material în raport cu originea coordonatelor Așadar, obținem: (гх/пй) =r x F= Af ( ) Ecuația ( ) poate fi exprimată în felul următor: Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic al unui punct material în raport cu un punct fix este egală cu momentul în raport cu același punct al forței sub a cărei influența se mișcă punctul material Folosind proiectile (voi I, § ) momentul cinetic al punctului material poate fi scris: rXmv = Deoarece avem = î (yZ-zY) + ] (zX—xZ) + к (xY—yX), din ecuația ( ) vom obține următoarele trei ecuații: dt dt m у^-гЧУ v dt л dt m (z£-x % l dt dt dt Din ecuațiile ( ) rezultă că, dacă momentul forței în raport cu axa Oz este egal cu zero, adică dacă este valabilă egalitatea л*У — rX= , atunci vom avea: > •r’ adică cărei enunț este Această integrală primă poartă numele te integrala momentului cinetic Rezultatul obținut se poate exprima prin teorema conservării momentului cinetic Dacă momentul forței care acționează asupra unui punct material, în raport cu o axă oarecare fixă, este tot timpul egal cu zero, atunci momentul cinetic al punctului material în raport cu această axă este constant Să presupunem că asupra punctului material acționează o forță cărei suport trece tot timpul printr-un se numește centrul forței Alegînd cen- centrală, adică o forță punct fix; acest punct trul forței drept origine a coordonatelor vom avea r vom obține: este r x mo—const ( Deoarece vectorul care reprezintă produsul vectorial r x m~ perpendicular pe planul determinat de vectorul r și și este sțant în virtutea relației ( ), în modul și direcție, rezultă de aici că planul care trece prin vectorii r și v ocupă o poziție fixă în spațiu, adică sub acțiunea unei forțe centrale punctul material descrie o traiectorie plană, al cărei plan trece prin centrul forței Pe lînga demonstrația geometrică arătată mai sus această teoremă poate fi ușor demonstrată și analitic In adevăr,-dacă forța trece tot timpul prin originea O a coordonatelor, momentele acestei forțe in raport cu axele de coordonate Ox, Oy și Oz vor fi tot timpul egale cu zero; de aceea, din ecuațiile ( ) obținem trei integrale rS-~dz=dU дУ y dz ( ) Am văzut că forța F este dirijată după normala la suprafața de valoare absolută cu nivel, astfel încît cantitatea * modulul Să considerăm o suprafață oarecare de elementul normalei la această suprafață, care tul către punctul Avem: p iinn este egală în nivel S (fig ) și pornește de la punc- Ml J Dacă avem Li ^> Ult vom obține că ajungem Ia următoarea teoremă: Forța conservativă este totdeauna dirijată după normala la suprafața de nivel în sensul creșterii forță Deoarece avem: / dV — - fiii / , adică funcției de lini ( Ml concludem că aceeași forță este dirijată funcției potențiale \ АЛ / în sensul Știm că ecuațiile de echilibru ale unui punct material sînt: adică în cazul unei forțe conservativ: ■ * • • • ♦ ( sau • sv dV sy ' , • țf Așadar, în cazul unei forțe conseivative pozițiile de echilibru ale punctului material corespund valorilor extreme ale funcției de forțe și ale celei potențiale Să presupunem^că în punctul M funcția de forță U (x, y, z] are un maxim (fig ); atunci punctul material se va găsi în punctul M în poziția de echilibru stabil In adevăr, în toate punctele vecine suficient de apropiate de punctul M, valorile funcției U vor fi mai mici decît valorile acestei funcții în punctul M, unde cantitatea U are un maxim, și, de aceea, conform celor expuse mai înainte, forțele vor fi dirijate de-a lungul normalelor la suprafețele de nivel care înconjură M, înspre interior, adică înspre punctul M Prin vom scoate punctul material din poziția M, forța va urmare, dată întoarce punctul material către punctul M De aici rezultă că Valorile maxime ale funcției de forță corespund pozițiilor de echilibru stabil ale punctului material Această teoremă este un caz particular al unei teoreme generale, care aparține lui Lejeune-Dirichlet Este evident că în căzut funcției potențiale pentru pozițiile de echilibru stabil, trebuie căutate valorile minime ale funcției potențiale § Determinarea funcției de forță pentru cîteva forțe Deși forțele conservative reprezintă o formă cu totul particulară de forțe, totuși ele sînt de o importanță mare, deoarece multe forțe din natură sînt forțe conservative In acest paragraf vom examina cele mai importante dintre ele Să considerăm un sistem Oxyz de axe ortogonale de coordonate, avînd axa ()z dirijată pe verticală în sus, iar axele Ox si Ov determinarea funcției de forța pentru citeva forțe situate într-un plan orizontal Proiecțiile greutății mg a punctului material de masă m pe aceste axe vor fi atunci egale cu: X= , Г= , Z=—mg\ prin urmare, expresia Xdx+ Ydy-\-Zdz= —mgdz este o diferențială totală, adică greutatea este o forță conservativă De aici, pentru funcția de forță U și pentru funcția potențială V avem: dU=—mgdz, dV= -}-mgdz, sau U = —mgz+ const, V= mgz const ( ) Să considerăm două plane orizontale, determinate de ecuațiile z=z și z=zB, unde zB>zA Pe baza indicațiilor de la § , lucrul mecanic L al forței greutății de-a lungul unei curbe oarecare, care unește un punct oarecare al planului z=zB cu un punct din celălalt plan z~zA, va fi: L - uА ~ uв = - mgzA + mgz в=mg (zB—zA) Notînd prin h distanța dintre plane, vom obține formula L=msh in confermitate cu formula ( ) Dacă axa Oz ar fi dirijată pe verticala in jos, am avea: J F U=mgz const, V = —mgz-\- const Să examinăm acum o forță , de atracție către un centru fix direct proporțională cu produsul dintre masa m a punctului atras și distanța r a acestui punct pînă la centrul de atracție Să alegem poziția centrului de atracție ca originea O a unui sistem ortogonal uxyz de axe de coordonate Notînd cu k factorul de nalitate, la fel ca și în exemplul , § , vom găsi țiile forței de atracție considerate vor fi: & proporțio-Că proiec- X = —mk x, Y = —rnk y, Z -= —mk z; de aici avem: ■ * • X dx Y dy Z dz =—mk (x dx у dy z dz^ ® " Curs de mecanică teoretică II INTEGRALELE ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE * Vedem că membrul drept este o diferențială totală, adică forța considerată este o forță conservativă Pentru funcția de forța U șt funcția potențială V găsim: d U= —mk (xdx-\-ydy+z dz)=— mk d țț+f+z = mk d * I ♦ я i- ' • ' i i'i t i j •ж ■ I ’ * ■ ■ Ж > J * i ■ ] * i ( ; dV= + ink (x dx + у dy+z dz) = + mk d Deci obținem: U = — r + const, mk , -^r + const d (f ) ( ) a acestei forțe pe direcția vectorului Pentru a obține proiecția de poziție, este suficient să folosim formula ( ), de unde vom avea: ^r~ dr — ~mk r Vedem că proiecția are semnul minus, adică forța este dirijată în sens opus vectorului de poziție, așa cum și trebuia Dacă mișcarea punctului m se poate efectua numai de-a lungul axei Ox, vom avea: f = — x - const, x + const ( ) Un exeniplu de 'astfel de forțe este de pildă forța elastică, care tinde sa aducă punctul m în poziția de echilibru O și a căre* mărime este dată de legea lui Нооке Să examinăm cazul forței de atracție newtoniene Să presupunem ca in originea coordonatelor este situat un punct fix cu masa M, iar intr-un punct oarecare cu coordonatele (x, y, z) punctul atras cu masa m; după cum știm, modulul forței F de atracție newtoniană a punctului m spre punctul M este egalB ÎS Г In exemplul de la § am văzut că proiecțiile acestei fort • И Г И I І V LI cu: DETERMINAREA FUNCȚIEI DE FORȚA PENTRU CITEVA FORȚE * De aici avem: Xdx-}-Ydy + Zdz=-k~ XJX+У аУ+z Diferențiind relația r =x +y z , obținem: r dr=x dx+y dy+zdz; prin urmare, Xdx+Ydy-\-Zdz= — kmM~ > adică, forța newtoniană de atracție este o forță conservativă De aici, obținem pentru funcția de forță U și pentru funcția potențială V; dU = — kmM -o- > dV=-\-kmM~ sau mM ( ) a acestei forțe F pe direcția vectorului de Pentru proiecția poziție vom avea, pe baza formulei ( ), la fel ca și în exemplul precedent, ’ Ч z ; semnul minus corespunde forței de atracție, iar semnul plus forței de respingere Deoarece forțele de frecare depind de viteza în mișcare, rezultă că forțele de frecare nu vor ti forțe conservative S Exemple Un punct material cu greutatea mg se nind^ditii stare de repaus de la înălțimea // deasupra suprateței pămin i u ; se cere să se scrie integrala energiei pentru aceasta mișcare și să se stud ix această Integrală Alegem un sistem do axe de coordonate aymd drept axa ( ~ verticală de-a lungul căreia se mișcă punctul greu, orientat in sus, iar ortg nea coordonatelor O la suprafața pămîntului Atunci expresiile energiei cinetice h a punctului greu șl funcției potențiale V ( ) vor fi: mgz - const De aici obținem integrala energiei mo * ' - - Să notăm viteza la suprafața pămîntului pentru z— , cu p ; deoarece pentru z=H avem y= , se poate scrie: r- mv mgH= ——h mgz =» -x- • Din aceste relații se vede că la început, pentru z-Ht întreaga energie punctului greu se reduce numai la energia potențială; în timpul căderii punctului energia lui potențială se micșorează, din care cauză crește energia lui cinetică; în sfîrșit, la suprafața pămîntului energia lui potențială se anulează, iar energia cinetică a punctului atinge o valoare maximă Din relațiile nrece^ dente obținem ușor: — V ^//, u=^ g(H-z) punc-d vom )x In pentru Să se găsească mișcarea unui punct material cu masa m de-a lunmil unei drepte, sub influența atracției unui centru fix, situat pe această dreaptă • tHim ж і°Ча nîatîa^\e este ProPortională cu produsul dintre masa tului și distanța lui pină la centrul fix Vom nota centrul fix prin O : alege dreapta de-a lungul căreia se mișcă punctul material drept axă i acest caz, vom avea pentru energia cinetică E a punctului nriterim a > Să se scrie integrala energiei pentru această mișcare și să se deducă, pe baza acestei integrale, ecuațiile de mișcare ale punctului greu Energia cinetică E a acestui punct și funcția de forță U ( ) au expresiile:' INTEGRALELE ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE determinarea constantei arbitrare h, observăm ca la , cînd avem o=o , prin urmare, De aici avem: h= —x— Pentru determinarea celor două variabile x și у nu este suficientă această singură ecuație Deoarece forța de atracție rămîne tot timpul perpendiculară pe axa Ox, a doua ecuație va fi integrala cantității de mișcare pe axa Ox (§ ), adică dx m —— = const; dt de aici găsim (sfîrșitul § ): p cos oc dt In acest fel, folosind integralele prime, în locul celor două ecuații diferențiale de ordinul doi ale mișcării punctului material am redus problema la următoarele două ecuații diferențiale de ordinul întîi: — (Jq COS QC, adică, am redus ordinul sistemului ecuațiilor diferențiale, ceea ce concordă cu indicația generală, dată chiar la începutul § Integrarea sistemului obținut al celor două ecuații de ordinul întîi nu prezintă dificultăți Ținînd seamă că pentru /= * = , avem din prima ecuaț“e n; , X — COS C Dm ecuația a doua obținem: Uq cos a dy dt sau Oq sina a— gy Deoarece у > a > , rezultă că o dată cu creșterea lui t de la zero, cînd y»» , coordonata у trebuie să crească, și pentru /= vom avea- dt + ІП a; ♦ EXEMPLE această creștere a coordonatei у se va produce pînă cînd expresia o® sin a — gy se anulează: de unde Ultima expresie reprezintă valoarea maximă a coordonatei у; după atingerea acestei valori coordonata у va descrește Așadar, trebuie să avem: dȚ dt unde semnul plus corespunde mișcării în care coordonata у crește Examinînd mișcarea punctului greu în această etapă a mișcării, vom obține: dy înmulțind ambii membrii ai acestei relații cu —g, vom avea: -gdy uq sau Integrînd găsim: Pentru determinarea constantei arbitrare C, observăm că pentru trebuie •avem y= , prin urmare obținem C=L\)Sina, adică vom avea: Determinînd de aici valoarea lui y, vom găsi succesiv: Uq sin a — gy == sin a— gu t sin a +£ t“ Astfel, coordonatele x, у ale punctului greu în funcție de timpul t din prima etapă a mișcării punctului au fost determinate Se poate demonstra că în a doua etapă a mișcării, în care coordonata у se micșorează, cînd timpul crește, această coordonată у se exprimă prin aceeași formulă INTEGRALELE ECUAȚIILOR DIFERENȚIALE Un punct material cu unei masa m se mișcă în planul Oxy sub InHuența i forte de respingere de la punctul O; modulul forței este egal cu — Să , este exprimat in coordonate polare (vot I mM dt i)^ dr dt ,rJd^ - r — \dt Din prima ecuație găsim: /t/Г j I I ‘T’i Ur/ iar din ecua|ia a doua obținem: kM sau aceea, vom avea: dh dt kM (dr | \dt] vcmAadvăea rd ?І Căzînd membruI drept al ultimei «la(ii cantitatea k*M kM Г A ' dr \ k M Să presupunem atunci vom avea: kM dr j k^M h (kM dr \ f/^M k m? \ (lt ] ! ^q / Ц '• ' fi Lu, obfiSTraPOrt “ *impul a care ieagâ !ntre ele variabilei £ tW h du ЧС +md ’ adică Cf/r ~dt dr r‘ dt C \ i>r,n urmare, ajungem la ecuația r (du i C- \dtl k^M ~ Л’ du C '~dt' I NT EG R ALE LE IÎGU AȚII LOR DIFERENȚIALE Pcn ru a Obține traiectoria punctului, trebuie să eliminăm 'a“as^ ceea ce se poate face pe baza relației ce se obține din integrala ariilor, șt anume: du du do du C^ dt ~ dU dt ~ do r ’ In acest fel, obținem: • / du sau Integrînd și notînd prin s constanta arbitrară, vom găsi: arccosu=e+s, u- cos (ѳ+s) Observăm că dacă am fi luat în fața radicalului semnul plus, atunci în locul cosinusului din membrul al doilea al ultimei relații, am fi obținut sinus, care se reduce ușor la cosinus, avînd în vedere că s este o constantă arbitrară Folosind relația care leagă între ele variabilele г și u, vom avea: sau kM k M ■ cos (ѳ + s), kM k M cos (ѳ+s) înmulțind numărătorul și numitorul cu —, vom găsi • kM r= kM д /' C /z V +~ cos(o + s) v I^Mbn Este suficient să punem în această ecuație: kM pentru a obține ecuația cunoscută SC h k M m +e cos o * EXEMPLE care reprezintă ecuația polară generală a conicelor în raport cu focarul, unde p este parametrul conicei* și e—excentricitatea ei In acest fel, am obținut că traiectoria punctului material cu masa m este o conică, la care dintr-unul dintre focare este situată masa Af Pentru ca această traiectorie să fie elipsă, trebuie să avem e adică distanța parcursă de punctul material începînd din punctul x= , în intervalul de timp f, § Forță variabilă funcție de timp Să presupunem că forța depinde de timpul t, astfel încît vom avea X= mf ( ; în acest caz ecuația diferențială a mișcării punctului material va fi: sau ( ) d& J Să presupunem că pentru t=t proiecția a vitezei punctului este egală cu u , iar coordonata x a punctului este egală cu x Ecuația diferențială ( ) poate fi scrisă astfel: =f{t)dt de aici, integrînd ambii membri între limitele dX fo dt sau dt vom avea f = J/(Orf/+ o ■ Pentru a determina coordonata x a punctului ambele părți ale ultimii relații cu dt-, obținem ( ) material, vom înmulți sau dx=dt \f ( dt I -Yv^dt Integrînd ambii membri între limitele Zo și vom avea: л +p (/—Zo), f ( dt dt | Uq (/- ( ) I FORȚĂ VARIABILA FUNCȚIE DE TIMP Formula ( ) reprezintă integrala ecuației diferențiale a mișcării punctului material, care satisface toate condițiile inițiale Integrala dublă ( ) poate fi înlocuită cu o integrală simplă, ceea ce ușurează în multe cazuri calculul Intr-adevăr, să arătăm că: « § (t—T) f (?) t/т In acest scop derivăm membrul stîng și cel drept ai ultimei relații,, în raport cu t, ținînd seama că variabila t este limita superioară a integralei din dreapta și intervine de asemenea sub semnul acestei integrale ca рагатЛги, vom obține: f * r \f(t)dt= (f- /( + $ /О)^ = J/W*, I» • adică am obținut o identitate, ceea ce confirmă valabilitatea relației precedente, relație care exprimă o integrală dublă printr-una simplă In modul acesta formula ( ) poate fi scrisă astfel: « x= ) (t—T) f (T)- -vo (t—to) +xo- ( } fo I ‘ >• / ^ * / P IV Г I Se poate întîmpla ca funcția /(/) să fie astfel încît integralele ei, care intervin în formulele ( ) și ( ), să nu poată fi efectuate, sau se poate întîmpla ca funcția /(/) nici să nu fie cunoscută analitic în intervalul de timp (? , t), ci să fie cunoscute doar valorile ei numerice pentru diferite valori ale variabilei t cuprinse într-un interval (f , /) ; în aceste cazuri cvadraturile care intervin în formulele ( ) și ( ) trebuie efectuate numeric Vom arăta cum se procedează în acest caz și cum este rațional să fie aranjate calculele dacă se utilizează metoda trapezelor Să consideram,, de exemplu, integrala t care intervine în formula ( ) Calculul numeric al integralelor după metoda trapezelor se face cel mai ușor atunci cînd valorile funcției de integrat sînt date pentru valori ale argumentului distan- MIȘCAREA RECTLINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL presupunem că valorile funcției f (t) sînt, cunoscute pentru valori f ț ■vale egale cu țațe prin intervale egale, ceea ce putem presupune ^întotdeauna Să t ale argumentului separate prin n inter-(fig ) Ducînd ordonatele corespunzătoare absciselor t , tt, t ,—, t„- , tn-i, t, putem reduce calculul integralei I (t) prin aproximație la calculul sumei suprafețelor trapezelor, și acest calcul ne va da un rezultat cu atît mai precis cu cît intervalele Як о vor fi mai mici In acest fel, vom obține aproximativ ^( — *[/(fo)+/Ul)]—y + y[/(^l)+/(^ )] о у f Vп- )+f (tп- )] О sau ^( — [/ (Q+/(O+/G )+• • • +/(/л— -IЯиІІ~n^ ~~ Й) + / ( ] о Introducem notațiile: s=/(Q+/ft)+/(z )h и /(?„ ]) +/(o = " J И(A>) +/ (/)] Vedem că mărimea ewespun^toare valorilor extreme ale argumentului Astfel '• I OQ Este bine ca toate calculele să fie așezate în tabela următoare: n f(to) [f (^o)+/( ))] /(tl) №) f(to)+/(ti) [/(to)+/(MJ f (to) Ь/ (t ) / ( ))+/ (f )] f (to) + * • *+/( ЗГ [/ (to)+f ( ] De aici se vede că în ultima coloană se găsesc valorile aproxi mative ale integralelor: Desigur, dacă intervalele / , | va trebui să calculăm suprafața fiecărui trapez în parte lui material Să presupunem că forța depinde numai de coordo nu vor fi egale între ele, variabilă funcție de coordonatele punctu- natele punctului material mobil, astfel că avem: diferențială a mișcării punctului material va In acest caz ecuația căpăta forma d*x nidF sau vom presupune x=xn avem v=uQt atunci obținem: Scăzînd ultima ecuație din prima, vom avea: sau Se vede ușor, că avem: U(x) —U(x ) =m J /(x)dx; prin urmare, formula precedentă poate fi scrisă astfel: \dt / j J \XJUX Formula, ( ) poate fi desigur obținută din formula direct Intr-adevăr, înmulțind ambii membri ai ecuației obținem: ( ) ( ) și ( ) ' cu sau dt dx d x dt ~dt /(x) dxV dt / = /(x) I FORȚA VARIABILĂ FUNCȚIE DE COORDONATE De aici avem: = /(x) dx Integrînd între limitele x și x, vom ajunge la formula ( ), și anume: ^) -t'o= $/Wrfx- Xn Desigur, ultimul procedeu de integrare a ecuației diferențiale nu este altceva decît o repetare a deducției integralei energiei într-un caz particular Din formula ( ) obținem viteza punctului material în funcție de abscisa lui Extrăgînd rădăcina pătrată din ambii membri ai formulei ( ), vom avea: p*+ C / (x) dx; X° In partea dreaptă trebuie considerat semnul plus sau minus, după cum abscisa punctului mobil crește sau descrește în timp Din ultima relație găsim: dx x Presupunînd că abscisa x ia valoarea x pentru t=t^ și inte grînd ultima relație, obținem: X * X AU MIȘCAREA RECTILINIE LIBuKA a v - — Din formula ( ) găsim tunP^e inteSra,ele funcție de abscisa lui, pe t - o f efectuate analitic, atunci va ÎS S L recurgă Ia calculul lor prin aproximații Xbiîă fun^e de ^eza^^luimaie rial Să presupunem că avem X=m/(p), unde p este pr t vitezei punctului mobil pe axa Ox, adică u= In acest caz ecuația diferențială a mișcării punctului material *x =mf(v) va fi de forma -/(«)• ( ) Din ecuația ( ) obținem: m du Presupunînd că pentru t=t avem o=t’() și integrînd ultima relație găsim: C » J / ) * sau V l’o ( ) Din formula ( ) găsim timpul de mișcare a punctului material în funcție de viteza lui Pentru a găsi abscisa x a punctului material mobil, vom porni de la relația^ de unde avem: dx—vdt înlocuind în această relație diferențiala de timp dt prin expresia dată mai sus, vom obține: ІЗЛ De aici» presupunînd că pentru avem v-*v găsim: sau i* t/ pentru x- Considerînd numai micile deplasări ale punctului echilibru x= , dezvoltăm funcția ( (x) în serie numai la termenii infinit mici de ordinul doi; vom dU material de la poziția de Mac-Laurin, limitîndu-ne obține: L (x) = t/ + td U • dx X= De aceea, pentru proiecția X a for- Deoarece în punctul x= punctul material se găsește în echilibru, rezultă că pentru x= trebuie să avem tei care acționează asupra punctului material, vom avea: v dU (x) d U dx Așadar, ecuația diferențială a mișcării punctului material poate fi scrisă aproximativ astfel: dWA dx /x=o d x m — dt unde în membrul drept au fost neglijați toți termenii infinit mici de ordin superior lui Să presupunem că d U [d U dx +mk , și ecuația diferențială a mișcării punctului material va căpăta forma: d * Л k x = Este ușor de verificat printr-o simplă substituție în această ecuație, că Jtr kt i și C sînt constante arbitrare, este integrala ecuației diferențiale tei integrale crește la infinit, adică poziția x= nu poate fi poziția de echi- în care C considerate Vedem că dacă timpul t crește nelimitat, primul termen al aces libru stabil a punctului material , Să presupunem acum că d*U dx mk\ MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL și ecuația diferențială a mișcării punctului material va căpăta forma: dțx dt - k x= Este ușor de verificat printr-o substituție directă în această ecuație, că x = C] sin kt+ C cos kt, în care Q și C sînt constante arbitrare, este integrala ecuației diferențiale considerate Deoarece valorile funcției sin/tf și cos kt sînt cuprinse în intervalul dintre — și - , punctul material nu se poate depărta la infinit față de punctul x= și întotdeauna va fi extrem de apropiat de acest punct, dacă constantele Q și C sînt suficient de mici; astfel, poziția x= va fi poziția de echilibru stabil Deoarece avem: U(x)~U d U\ (d U rezultă că dacă —— \dx valoarea lui Uo va fi valoarea minimă a funcției d U valoarea Uo va fi valoarea maximă a de forță U (x), iar dacă funcției de forță U (x) Așadar concludem că valoarea minimă a funcției de forță corespunde poziției de echilibru nestabil a punctului material, iar valoarea maximă a funcției de forță corespunde poziției de echilibru stabil a punctului material Vedem că în acest caz particular, cînd punctul se poate deplasa numai de-a lungul unei drepte, am ajuns din nou la teorema lui Lejeune-Dirichlet, dată la sfîrșitul § pentru un caz mai general Să se studieze mișcarea de-a lungul axei Ox a unui punct material de masă m sub acțiunea unei forțe egale cu mae~kvr în care и este viteza punctului material, iar a și к sînt constante pozitive Pentru t= avem v=v *și x=x Deoarece f(u) = ae~kv din ecuația ( ) avem: * * ( du -ku — =ae , sau eku du=adt Integrînd găsim: ku ■ — = at+ Cj, în care C este o obținem: constantă arbitrară Deoarece pentru /= trebuie să avem sau e/cp = сЛои + ka( eko (| + e-A -u EXEMPLE Logaritmînd această relație vom avea: p=p + v ln ( + е~кщ kat) к Vedem că, dacă timpul t crește nelimitat, viteza v a punctului material crește la infinit Prin urmare, deși modulul forței mae~ko scade o dată cu creșterea vitezei, tinzînd către zero, totuși descreșterea forței nu poate să împiedice creșterea pînă la infinit a vitezei punctului material Pentru a găsi coordonata x ■ ;' ■*’ u dx a punctului material, observăm că avem u= — ; de aici găsim: dt ~kv° kat) dt, dx = uodt+ In ( : sau kv°kat)dt+C , în care C este a doua constantă arbitrară Integrala din această formulă poate fi reprezentată astfel: const Г , pku° г У J In ( + e~to» kat) adică / екѴй yp+ j^^+e~ku CAPITOLUL XXIX MIȘCAREA LIBERĂ RECTILINIE A UNUI PUNCT GREU § Mișcarea în vid Rezultatele generale din capitolul precedent, obținute pentru mișcarea rectilinie a unui punct material liber, vor fi aplicate și dezvoltate în capitolul de față pentru cazul mișcării rectilinii a unui punct greu Alegem ca axă Oz, dreapta verticală de-a lungul căreia se mișcă punctul greu, iar originea coordonatelor O o luăm la suprafața pămîntului; ca sens pozitiv al axei Oz considerăm sensul în sus In capitolul de față se vor examina numai deplasări atît de mici ale punctului greu de la suprafața pămîntului, îneît variațiile forței greutății în funcție de înălțime să fie neglijabile Să examinăm mai întîi mișcarea punctului greu în vid Dacă greutatea punctului greu este egală cu P, atunci energia lui cinetică E și energia lui potențială V vor fi, în baza formulei ( ): Prin urmare, integrala energiei va fi: Pu - Fie pentru z= , v=v obținem: iar pentru z~H, p== ; în acest caz Pu* ? = PH, и MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A JNUI PUNCT MATERIAL U Această formulă este valabilă atît pentru cazul mișcării ascendente cit și pentru cazul căderii punctului greu Să examinăm acum ambele aceste cazuri în parte Deoarece în cazul mișcării ascen-dente, coordonata z a punctului crește în timp, vom avea: —'Л în care i> este modulul vitezei v a punctului greu Ecuația diferențială a mișcării punctului greu va fi: sau Dacă pentru t— avem u=vQ și z= , atunci ( > Notînd momentul anulării vitezei punctului greu prin vom obține Uq = > sau Dacă H este înălțimea maximă de ascensiune greu, atunci trebuie să avem: a punctului ceea ce este în deplină concordanță cu formula ( ) In timpul căderii punctului greu, coordonata lui, z, trebuie să se micșoreze cu trecerea timpului; de aceea pentru modulul p al vitezei F a punctului, vom avea at coordonata z a punctului greu inițiale, dirijată pe verticală li'^Z ecuația^ “ЛЛ vom obține: Să presupunem că în momentul f=O este egală cu //, iar modulul vitezei în jos, este egal cu i\ Integrînd MIȘCAREA TN VID * ' Notînd cu t momentul căderii pepămînt a , vom găsi: punctului greu, cînd Introducînd notata vom avea pe baza primei dintre formulele ( ): De aceea vom avea: g(U?— u ~v De aici obținem: Să punem: vi = gH + Di în care h este înălțimea de la care trebuia să cadă punctul greu, cu viteză inițială egală cu zero, pentru a ob{ine viteza u,; înălțimea h se numește înălțime suplimentară In acest caz vom avea: U - g (//+ Л) ( ) Dacă viteza inițială D] de cădere a punctului greu este egală cu zero, atunci trebuie să avem /z — și vom obține: ul = gH, v — gH, Л = adică viteza finală de cădere și viteza inițială de ridicare, la fel ca și în timpul de cădere și timpul de ridicare, sînt egale între ele ' In realitate mișcarea corpurilor grele pe verticală se produce nu în vid, ci de obicei în aer sau în apă Dar pentru viteze mici l i care rezistența mediului este încă neglijabilă, se poate neHii i iii primă aproximație influența mediului și pentru evaluarea ordinului unor mărimi, pot fi utilizate formulele deduse în paragraful de fată- MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PU § Mișcarea într-un mediu cu rezistența proporționala cu viteza Să examinăm mai întîi mișcarea ascendentă a unui n , dz punct greu Vom considera că pentru /= , avem г=о Și Deoarece punctul material se mișcă în sus, modulul vitezei v va fi: In cazul mișcării punctului greu în sus, rezistența mediului trebuie să fie dirijată în jos; vom nota modulul rezistenței mediului prin ku, în care к este un factor de proporționalitate, diferit реп-fiecare corp Deoarece mărimea ко reprezintă o forță, iar dimensiunea forței în unități fizice este MLT~ , rezultă că dimensiunea coeficientului к în unități fizice va fi Ml\ Ecuația de mișcare a punctului greu va fi: sau Punînd obținem: da ,, -ăt=—giy +nu) Aceasta ecuație poate fi scrisă sub forma ndu JX -ГГ—- = —ngdt\ integrînd, vom avea: In ( -nu) =— Din condițiile inițiale pentru /= găsim: adică sau In ( -f- nu) == In ( nui}) — ngt Trecînd la funcțiile exponențiale, vom obține: -rwc= (i MIȘCAREA ÎNTR-UN MEDIU CU REZISTENTA PROPORȚIONALA ridicare la înălțimea maximă a punctului să avem p= ; Timpul de determină din condiția ca pentru t—t^ astfel: obținem sau Deoarece In ( -fWo) ■ — • z?=-vr, rezultă din formula ( ) că: і+лр Integrînd, vom avea: Deoarece pentru t= trebuie să avem z= , rezultă: f) + ЛРп I +nvQ A Vom obține înălțimea maximă înlocuind în ( ) de ridicare a punctului greu, I, adică formula ( ) variabila t cu valoarea ei t tie deX,'"vom obține* f°rmU'ă măn'mea cu exPresia ei în ^c Invers, înlocuid v prin expresia Iui în funcție de t\, vom avea: Dacă n este mic, atunci dezvoltînd în serie, vom zr/r to mecanică teoretică II MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL De aici limită: punînd condijia сап să tindă către zero, vom obține adică obținem formula mișcării punctului greu în vid Să trecem acum la examinarea cazului căderii punctului greu de-a lungul axei Oz și să presupunem că pentru t = avem z=Hy iar viteza punctului este egală cu vx și dirijată în jos In cazul că- dz derii, pentru modulul и al vitezei vom avea v = — -&• Deoarece în timpul căderii punctului greu rezistența este dirijata în sus, rezultă că ecuația diferențială a mișcării punctului trebuie să fie de forma: P+kv sau ăp -~g+gnv De aici obținem: d^t=g-gnu=g(l-nu) sau presupunînd că —/zu> : • —ndv ,, T^^-ngdt- Integrînd, vom avea: In ( — nu) ^—ngt+Ci sau, deoarece pentru t= avem и In ( —nu) = In sau i — nu = ( —/iUj) Să Că di^ren|e,e ‘rebuie același semn, de aceea, daca am presupus că diferent-' -ЛР este pozitivă, rezultă că trebuie să fie pozdivă i d ere te -™, Rezolvînd ultima ecuație în raport eu vom obține u== — II -nvi n ( ) ■ ; Această valoare у a vi tezei v se numește viteza critică sau viteza limită; avem: oricare ar fi valoarea vitezei ini Din ecuația diferențială inițială a căderii punctului greu se vede și direct că această ecuație este satisfăcută în ipoteza că y= -L = Din formula ( ) avem: n k sau dt Integrînd, vom obține: ~ —ЛРі „ t —І e~ngt Л-C n^g n • atunci se poate pune: De aici găsim: MIȘCAREA INTR-UN MEDIU CU REZISTENȚA PROPORȚIONALA Introducînd această valoare în relația considerată, vom avea: sau Prin urmare, vom avea: a = £ sh a, sau Această relație nu are sens decît dacă a=p= , deoarece membrul drept este mai mic decît , iar membrul stîng este mai mare decît Prin urmare, ipoteza că tx > t trebuie eliminată In acest fel, dacă punctul greu este aruncat pe verticală în sus într-un mediu care opune o rezistență proporțională cu viteza, atunci timpul de ridicare a punctului la înălțimea maximă deasupra pămîntului va fi întotdeauna mai mic decît timpul de cădere a punctului greu de la această înălțime pe pămînt In § am văzut că pentru vid t ~tx Dacă punctul greu cade pe pămînt în vid de la înălțimea H fără viteză inițială, atunci după trecerea timpului t , el va avea viteza gt ; în mediul cu rezistență considerat, pentru ^= , viteza u a punctului în același moment va fi egală, după formula ( ), cu: e~ngtt v ~ -• z n Dar în formula ( ) găsim: sau - e~nsti n Așadar, vom avea: ( ) med^tT fă- Уа ?area Vltez?'flnale de că(tere a Punctului greu într-un mediu cu rezistenta proporțională cu viteza, va fi mai' mică decît viteza în vid cu MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL Legea rezistenței, studiată aici, este valabila in cazul mișcării în mediul rezistent a unor obiecte ușoare și mici, cu viteza mica, cînd partea principală a rezistenței mediului este cauzata de frecare Astfel sînt, de exemplu, cazurile de cădere a firelor de praf în aer sau a nămolului și a nisipului fin în apă învățatul englez Stokes a găsit pe cale teoretică că rezistența cauzată de viscozitatea mediului, în cazul mișcării unei sfere mici, este egală cu тирги, în care г este raza sferei, v — viteza ei și p> — coeficientul de viscozitate al mediului; în unități CGS |x= , pentru apă la temperatura de °C și p= , pentru aer § Mișcarea într-un mediu cu rezistență proporțională cu pătratul vitezei Vom studia mișcarea pentru cazul cînd rezistența mediului este proporțională cu pătratul vitezei punctului material, adică rezistența este egală cu cu , unde pentru fiecare obiect material coeficientul c are, în general, o valoare proprie Deoarece în sistemul fizic de unități dimensiunea forței este egală cu MLT~ , rezultă că dimensiunile coeficientului c vqt fi egale cu ML * Această rezistență are loc în cazurile cînd partea principală a rezistenței mediului este condiționată de inerția mediului prin care se mișcă obiectul material Să examinăm mai întîi mișcarea ascendentă a unui punct greu, cu condiția ca pentru t= să avem z= și =uQ Ecuația diferențială a mișcării punctului greu în sus va fi: punînd ecuația poate fi scrisă și sub forma: ’ iff = — S ( + oA> ) De aici vom avea: (l , Integrînd, obținem: arctg (ap) MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL este valabilă în cazul mișcării Lcgca rezistenței, studiată aici, în mediul rezistent a unor obiecte ușoare și mici, cu viteza mica, cînd partea principală a rezistenței mediului este cauzată de frecare Astfel sînt, de exemplu, cazurile de cădere a firelor de praf în aer sau a nămolului și a nisipului fin în apă Învățatul englez Stokes a găsit pe cale teoretică că rezistența cauzată de viscozitatea mediului în cazul mișcării unei sfere mici, este egală cu rvprp, în care r este raza sferei, и — viteza ei și p — coeficientul de viscozitate al mediului; în unități CGS p= , pentru apă la temperatura de °C și p= , pentru aer § Mișcarea într-un mediu cu rezistență proporțională cu pătratul vitezei Vom studia mișcarea pentru cazul cînd rezistența mediului este proporțională cu pătratul vitezei punctului I în general, o valoare proprie nală cu pătratul vitezei Vom studia mișcarea pentru cazul cînd material, adică rezistența este egală cu cu , unde pentru fiecare obiect material coeficientul c are, : Deoarece în sistemul fizic de unități dimensiunea forței este egală cu MLT~ , rezultă că dimensiunile coeficientului c vor fi egale cu ML~\ kceasia rezistență are loc în cazurile cînd partea principală a rezistenței mediului este condiționată de inerția mediului prin care se mișcă obiectul material ■ Să examinăm mai întîi mișcarea ascendentă a unui punct cu condiția ca pentru /= să avem z= si $ Y di rențială a mișcării punctului greu în sus va fi: v’ • Ecuația greu, dife- punînd ecuația poate fi scrisă și sub forma: ’ > f , — £ ( +a n ) De aici vom avea: (l (a )) ■ + a /)' integrînd, obținem: arctg (ap) MIȘCAREA ÎNTR UN MEDIU CU REZISTENȚA PROPORȚIONALĂ arctg (au )« C( arctg (au) = arctg (au )—ngt, au = tg [arctg ( o~ ~ - aU tg (agO Membrul drept al acestei ecuații poate fi scris sub forma: ■я Descompunînd expresia de sub semnul integralei, trebuie să avem identitatea ( + aPflU) ( -И ) determinarea numărului l-ba В vom înmulți ambii membri ai ultimei relații cu H-ayou și vom pune apoi и -aP W Pentru —; vom obține: ob£m%îtaa formulă arbitrară> DuPă transformări simpl Hcos (a f)-hap sin (a^)J ( Deoarece pentru t^O trebuie să avemHHH H urmare, vom avea: â£[COS (aAr -|~ omo ІП (a £•/)] MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNI I PUNGI MAU RIAL ■вЫввйВивмиі**|—|іі|вівііі-ві®®^Р®^ — Dacă mărimea a este mică, vom avea: cos(a£f)+ap siîl (atg*/)=» — ^а“ь^ +а ро^ ’ adică, la limită pentru a=O vom obține legea de mișcare a punctului greu în vid Pentru a calcula înălțimea maximă H a punctului greu,trebuie să punem în formula ( ) /=/f, vom obține In [cos (agfj) + Vl+tg^ag/j) Vl-?a P vom avea: sau - - ■• '••• * - ) " Cl> sau rî ( + OC^) (I ( —осе) a o | a,l) —•ac Presupunem că -au> , adică zl adică + «P + af;l e a gt — al) —• aV\ f i sau -~= e- a gt' + aU + a£>i Din această relație rezultă că diferențele — = — tg(a^-f-e) = ^th(a^/ -s) Deoarece pentru t= со tangenta hiperbolică este egală cu u obținem din nou rezultatul că punctul greu ajunge la viteza crit — K a cazul cînd a tinde către zero, formula ( ) se transformă limită în formula vitezei de cădere a după un timp infinit de mare Este ușor de arătat că punctului greu în vid Dz arece v= —зг» vom avea: dt th sau a Integrînd, obținem: Punînd ^= , vom avea: Prin urmare, obținem: ch Dacă ^ — O, rezultă că e= ; de aici, notînd cu timnul Xl Л MntIUi та‘еГІн de 'a ’năltimea H' fără vfte ă Й cazul rezistenței proporționale cu pătratul vitezei vom avea’- Cînd i tinde către zero, formulele ( ) și ( ) se transformă h fimită în formulele pentru mișcarea punctului greu m vid Din formulele ( și ( ) avem: x~g// — ta (l — tg~ (я )] — cos (— g * • )• Comparind această formulă cu formula ( ), găsim: In [ch (x= - ta [cos (x gtY)] sau adică fa[ch) ~ ^ ] - hi [cos (x )] = poate fi motivat și teoretic In § am avut următoarea ecuație diferențială pentru căderea punctului greu într-un mediu în care rezistența este proporțională cu pătratul vitezei: —P+ez’ , adică pentru atmosfera „standard“: dn ~dt Deoarece însă avem: vom obține: du do dz ~dt ~dz ~dt MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIA! Să introducem notația: co ( ) atunci ecuația diferențială precedentă pentru căderea punctului greu în aer poate fi scrisă astfel: =— ^ - ^/(z) u Din ecuația ( ) se vede că aici nu poate exista o viteză critică constantă uk, care să satisfacă ecuația ( ); totuși, se poate găsi o astfel de valoare a variabilei z pentru care derivata ^ —* să se anuleze Această valoare a variabilei z corespunde uz * valorii extreme a pătratului vitezei punctului; să demonstrăm că această valoare extremă este un maximum Intr-adevăr, derivînd în raport cu z ambii membri ai ecuației ( ) și ținînd seama că pentru un extremum trebuie să avem ^p= , obținem: Deoarece derivata f'(z} este o mărime esențial negativă, rezultă că valoarea extremă pentru v este un maximum Așadar, în cazul căderii punctului greu într-o atmosferă „standard , viteza lui crește pînă la un maximum și apoi începe să descrească, dacă înălțimea ■ de cădere este atît de mare îneît această valoare maximă se găsește deasupra suprafeței pămîntului Să presupunem că în momentul t= punctul cadă de la înălțimea z=H, avînd viteza inițială u, di verticală in jos Vom înlocui îh ecuația ( ) variabilele v si ? cu variabilele rj și у conform formulelor: ^aoueiez și ^ = g(H^h) jf/ z= (//+Л)( —y), = ^; fi Ibfr SUPli' ,entarâ delermina‘ă pe baza formulei rf(" ) = g-(// + /;) Л;, greu începe sa dirijată pe n - (H+h) • CĂDEREA UNUI PUNCT GREU ÎNTR-O ATMOSFERA „STANDARD" ■ I I — —*■■ — — ■!—I >■!■«■■■— ■■■ ■■■■■■ *■■■ ■■ *■ ■—II , * IJ *«■■■■ — ■■■■■■■—■ ■ — ■ ■ ■— —I — , В Prin urmare, ecuația ( ) poate fi scrisă sub forma JF g (l! "A) tfy - - -—- (H+h)dy g+ gl, [l-^H + h)T X y fi i X[ + l-^H + l!) У ^g{H+h)rt sau dig Introducînd notațiile • » ♦ \- g(H + li) (H+h)]"yt [ + М//+Л) n »(H+h) X= g(H+ h) [ -p (Я+ Л)]" X P (Hh) putem scrie această ecuație sub forma - ’ ’ ■ ’• •■ • ^ = X( +^ - - ,t • : - ^v ‘ ‘ Dacă punctul greu ar cădea în vid cu viteza inițială -atunci pe baza formulei ( ) pătratul vitezei punctului la sfîrșitul drumului ar fi egal cu ^(/ +A); prin urmare, cantitatea tj măsoară aici fracțiunea din pătratul vitezei g(// -/ ), care constituie pătratul vitezei v a punctului greu la înălțimea z, cînd acest punct €a^e într-o atmosferă „standard" Mai departe, cantitatea —y măsoară acea fracțiune din înălțimea H-\-h, care este egală cu înălțimea z a punctului greu Să punem: z= -(i+^)"+i Trecînd de la variabila у la variabila z, vom obține pentru Z o 'expresie care nu depinde de viteza inițială и, a punctului preu si anume: ( ) = V^ Z= g ( - pz)"+ = Zo ( - Șz)' - ( ) Integrarea ecuației ( ) nu prezintă dificultăți, deoarece este suficient să se folosească metoda variației constantelor, pentru a aaucejntegrarea acestei ecuații la o cvadratură; din cauza com-P’exițâții expresiei de sub semnul integralei, această ecuație poate suh C^Uat^ пигпег*с» prin dezvoltare în serie a funcției de se eillllul integralei Introducînd însă o nouă funcție transcendentă, poate evita această cvadratură și se poate obține, într-o - Curs de mecanică teoretică П formă MIȘCAREA RECTILINIE UBțiRĂ A UNUI PUNCT MATERIAL expresia pătratului vitezei prin funcția transcendenta in finită, trodusă / Pentru aceasta, vom introduce două funcții f\ (Z) și / '^)’ care să satisfacă următoarele ecuații diferențiale: (/ + )Z^ =Z—( +Z)/ , I ■И-W \ • (Л+ ) Prin simple înlocuiri în ecuația ( ) este ușor să ne convingem că soluțiile acestor ecuații, care se anulează pentru Z= , vor fi: ( ) n+ (n+ ) ( n+ ) ^ I - ' + (л + )( л+ )(Зл+ ) ~ ( ) / (Z)= —e \ - J I X * ' - # I îk- - * *“ • V * • T - ’ * ’« к ’ * î ’ • , • • z Seria pentru funcția j\ (Z) este convergentă pentru orice valori ale variabilei Z, deoarece pentru orice valori ale lui Z se poate găsi întotdeauna un astfel de termen al acestei serii încît pentru termenii care urmează raportul dintre termenul’următor și cel precedent să fie mai mic decît unu; prin urmare, seria pentru funcția transcendentă j\ (Z) este după terminologia adoptată, o serie întreagă In ceea ce privește funcția f (Z\ ea se poate exprima prin funcția exponențială dat^ mai sus; dezvoltînd această funcție exponențială în serie, vom obține și pentru funcția Л (Z) o serie întreagă Să arătăm că ecuația ( ) are o integrală particulară de forma /| (^) + T Л (z) Pentru aceasta vom introduce expresia dată a lui n în ambii mem /пл lel ( ) Introducînd mai întîi membrul stinv ( ), vom avea: "~/i (Z) I ■' • A r ц/ • ' • x: sau înlocuind yn și /с prin valorile lor, p (H+Л) - Să introducem notația: CĂDEREA UNUI PUNU икси ліпіѵи»^ atunci integrala ecuației ( } care satisface valorile inițiale date, va fi de forma: [ у [/ ('ZJ f\ Л(^ ( ) Prin urmare, cunoscînd înălțimea z a punctului greu, se poate determina pe baza formulei ( ) valoarea variabilei Z, iar de aici, pe baza formulei ( ), se poate găsi valoarea variabilei și, în sfîrșit, pe baza formulei v = -\j g (//+ h )q ( ) se poate determina viteza v a punctului greu în cădere, corespunzătoare înălțimii z Toate aceste calcule se ușârează mult, dacă există tabelele funcțiilor /JZ) și / (Z), calculate pentru diferite valori ale argumentului Z Astfel de tabele au fost calculate de către inginerul Ivan Kazimirovici Borovski, cu o precizie pînă la cinci zecimale; aici se dau extrase din tabelele lui Borovski, în care toate numerele au fost verificate și corectate: ' , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , I , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , Д л h ’ * * II I « ■ o ш MIȘCAREA НЕ СШЖІВ LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL \ ' ' ' Din tabelele date se vede ca ambele funcții f (Z) și Л» tind către unu cînd Z tinde către infinit, că PefuaOT valoare a argumentului Z funcția f (Z) este mai marc decît și că, cu cît valoarea argumentului Z este mai mare, cu atît a bele funcții cresc mai încet Pentru a găsi expresia timpului de cădere a unui punct greu, vom porni de la ecuația ( ); din această ecuație avem = v^ VWTĂJ=•*/ W^ - Din formula ( , ) obținem ușor, după transformări simple: Deoarece (Z)]—(\—kNHen )[ Г i / I * / * * w ** * ■ n + dZ- Р(Л+ ) y/z \ ■ / * * • i - ** dt fc / + p(л + l)n+v%{H+h) n+' >k ■- Vî I - ■ v J In felul acesta, am ajuns la o ecuație care conține numai varia bila Z și t Dar avem: a > (Z) , • V- • * • ; • ’ ’ z x-» » • P (H+h) [ -p («+Л)] g(H+h) [l-p (Я+Л)Гх, « I Лі л *»' , (Z)V i - X MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA A UNUI PUNCT MATERIAL «н» - - ‘-~*ф *'** ***- —**“*• * і і >> ѵ ■ ■ — ■ - — -« -і і — Vom găsi pentru timpul de cădere al punctului greu, de la înălți mea H piuă la înălțimea Z, expresia Z ■ ț r dZ (rt + ) yj~ gi n+?/ Zo J Фі (Z) Vl— ДФгС^) Pentru timpul t de cădere a punctului greu pe pămînt de la înălțimea z—H, căreia îi corespunde valoarea ZH a variabilei Z, pînă la înălțimea «=» , căreia îi corespunde valoarea Zo a variabilei Z, vom obține: \ f \ X nu prezintă dificultăți § Legea rezistenței a lui Siacci Proporționalitatea dintre rezistența aerului și pătratul vitezei nu mai este valabilă cînd viteza corpului se aproprie de viteza sunetului sau depășește această, viteză Cercetătorul italian Siacci ( — ), a dat, pe baza experiențelor, o lege care permite să se țină seama de rezistența aerului pentru vitezele care variază între limite foarte mari In prezent în calculele de artilerie se utilizează adeseori legea lui Siacci Dacă un punct greu se mișcă pe verticală în sus, atunci forța P a greutății lui și forța R a rezistenței aerului tind amîndouă să micșoreze viteza punctului De aceea, ecuația de mișcare a punctului greu va fi: • sau LEGEA REZISTENȚEI Л LUI SIACCI i/a Dacă punctul material se mișcă pe verticală în jos, atunci forja P a greutății lui tinde să mărească viteza punctului, iar forța /? de rezistență a aerului tinde să micșoreze viteza punctului; de aceea, ecuația de mișcare a punctului greu va fi: g dt sau gR du „ = fj dt > * I f Este evident că mărim ea are dimensiunile unei accelerații; Siaccr % • l -c/(z) F(p), ( ) v dt numeri f,rrf(rea acestul, sil?lem de ecuații poate fi efectuată numai Хал : deoarT Va orile fu"ctiei,/’O’) sînt date in tabelă Această rioarf r,epr';dU â dln cartea ЧОГ *‘ • \ Dacă rezistenta aerului ar fi proporțională cu pătratul vitezei, atunci raportul —ar fi constant; pe baza legii lui Siacci însă, acest r z* ► ■іЧиніЛ i ■ич i ■!-■ —ii za? zw зоо ?oo âoo зоо юоо ttoo ză ’ ’ ; Plg raport este reprezentat grafic în fig , Din acest grafic se l/l EXIÎMPLP, că rezistenta aerului se supune aproximativ pînă la viteza de m/s legii proporționalității rezistentei cu pătratul vitezei, dar între și m/s, adică în domeniul vitezei sunetului în aer, ca crește foarte repede în comparație cu legea pătrafică; după m/s însă, această rezistentă scade încet în comparație cu rezistenta proporțională cu pătratul vitezei \ Desigur, dacă variația densității acrului în funcție de înălțime se poate negli ja, iar mișcarea punctului greu se produce în apropierea suprafeței pămîntului, atunci se poate presupune J (z) — și sistemul mreu se ( ) al ecuațiilor diferențiale pentru mișcarea punctului reduce la un sistem mai simplu: • I g—cF(v) -■ i ' ’ do dt ( ) Este i «dependent de a doua ecuație evident, că în acest caz prima ecuație poate fi integrată in A J A ’ ' ’ • ' ‘ în care F(u) este funcția lui Siacci, ale cărei tabele sînt date în § De dv + F(u) * Integrînd această relație în raport cu t de la la t', iar apoi în raport •cil d de la la , vom avea: C du I* Pentru efectuarea ultimei integrale, apelăm la tabela valorilor fmicpei hri "Siacci și obținem: fn aer deplasarea punctului trebuie să fie eu pentru aceleași viteze punctul nu se mișcă timp de , s фЯМ№ е mărime al deplasărilor punctului greu mulțind media aritmetică a vitezelor vom obține extreme I ИлЕМРІЛ $ De aici rezultă că nu ani comis o eroare mare neglijînd variația dens! tătii aerului cu înălțimea Drumul parcurs de punctul greu în aer poale fi găsit în mod aproximativ prin integrarea numerică a celei de-a doua ecuații ( ), adică prin integrarea relației dz = udl Notînd cu д/ intervalul de timp în decursul căruia viteza punctului greu variază cu m/s, vom avea: V du o - o l C du Ш I Î-ГЯГІ J T~ Ш J , +F (u) • I * TK' Я • i* ’ • • Este evident că această relație poate fi scrisă și sub forma modificată: и J , + F(u) * J ■ ■ c J , + F(u) ' ' X ' cu— C du J , + F(v) ' У " , +F(o) 'У; ; ,■ i* ~ л ; J , ■ v (m/s) ДГ (s) , , , , , , , , , Дг (m) , , , , , , , I t (s) I ' , , , , , , , , , , , MIȘCAREA RECTILINIE LIBERA Л UNUI PUNCT MATERIAL f Fste util să se menționeze că evaluarea găsită Pcnt™ înălțiinea de ni se apropie destul de mult de înălțimea de , m obținută Ne convingem din rezultatele căpătate că mișcarea punctului greu în aer cu vitezele considerate diferă foarte mult de mișcarea Iul în vid Acest lucru este foarte natural, deoarece în vid viteza punctului greu variază numai din cauza exis-tenții accelerației g = , m/s, în aer însă, la această accelerație se mai adaugă accelerația provenită din rezistența acrului, care pentru viteza de m/s este de , ori mai mare decît accelerația A', iar pentru viteza de m/s de , ori mai mare decît accelerația g provocată de greutatea corpului Pornind de la formula ( ), să se exprime explicit timpul / de cădere a punctului greu în funcție de timpul de ridicarea lui, în cazul cînd rezistența mediului este proporțională cu pătratul vitezei Să punem agt^x și а£ вУ atunci ecuația ( ) capătă forma: ch у cos x= u cosx De aici ajungem la ecuația с у COS X Kezolvînd această ecuație, vom obține cosx COS X ± sin X COS X l ' • » Să punem x = atunci prima soluție capătă forma: EXEMPLE f mu putem obține o astfel de contradicție De aici vom avea: sau In ctg Vedem, că pentru = chiar la sfîrșitul § obținem t ceea ce a și fost obtinut W •A Curs dc mecanică teoretica CAPITOLUL XXX MIȘCAREA OSCILATORIE RECTILINIE A UNUI PUNCT MATERIAL § Mișcarea oscilatorie armonică In capitolul de vor fi examinate diferitele cazuri de mișcări oscilatorii rectilinii ale unui punct material în vecinătatea poziției lui de echilibru Studiul mișcării rectilinii oscilatorii a unui punct material este important, prin faptul ca din punct de vedere calitativ acesta lămurește toate caracteristicile principale ale mișcării oscilatorii, chiar pentru sistemele materiale cele mai generale Mișcarea oscilatorie a sistemelor este de o mare importanță pentru tehnică Este suficient, de exemplu, să amintim de probleme ca: oscilațiile plăcilor, membranelor, vibrațiile fundațiilor de mașini, vibrația podurilor, aripilor de avion etc * Vom considera dreapta de-a lungul căreia are loc mișcarea oscilatorie a punctului material drept axă a absciselor, iar originea O a coordonatelor o vom lua în acel punct de pe axă unde punctul material se găsește în poziție de echilibru Vom presupune că forța care acționează asupra punctului material este proporțională cu distanța de la punctul material la poziția de echilibru și tinde să întoarcă punctul material în poziția de echilibru, adică este o forță elastică Proiecția X a acestei forțe pe axa absciselor va fi X= —Kx in care mărimea constantă К este pozitivă Introdiicînd mărimea k prin formula K=mk , adică к —, vom obține X=—mk x k x, atunci conform formulelor (expr e siilef:nCtia U Ș‘ fUnctia P°ten*ială V ™ de / mk •> ~ const, ink- MIȘCAREA OSCILATORIE ARMONICA De aici vom avea integrala energiei sub forma: mk o mu Să presupunem că pentru u = avem x = a; atunci obținem valoarea maximă Vmax a funcției potențiale sub forma a , căci energia cinetică în acest moment va fi egală cu zero Dacă însă energia potențială este egală cu zero, atunci din integrala energiei urmează că în acest moment energia cinetică va avea valoarea maximă Emax Găsim de asemenea că trebuie să avem: de aceea vom obține: mu mk sau De aici vom avea: ( ) dx "dF v =k (a —x ) Considerînd acea etapă a mișcării punctului material în care abscisa acestui punct crește în timp, vom obține: Integrînd și notînd prin e constanta arbitrară, ecuația: vom adică x~a sin (kt | ) MIȘCAREA OSCILATORIE ARMONICA Această metodă, după cum s-a indicat în § , nu este decît o repetare pe un exemplu particular a deducției integralei energiei Integrarea mai departe se face așa cum s-a arătat mai sus în paragraful de față In sfîrșit, ecuației ( ) i se poate aplica și teoria generală a integrării ecuațiilor diferențiale cu coeficienții constanți Anume, să punem x~ert, în care r este o constantă Introducînd această valoare a lui x în ecuația ( ) și simplificînd rezultatul substituției cu ertf vom obține: /(r) = r -b^= ; această ecuație se numește ecuația caracteristică Rădăcinile ecuației caracteristice obținute vor fi: i /"j = ~\~k— = +ki, ^ ~ —— =—— ki* Prin urmare, soluțiile particulare ale ecuației diferențiale considerate ( ) capătă forma —ikt Suma acestor soluții înmulțite cu constante arbitrare va reprezenta soluția generală Pentru ca această soluție generală să fie reală, vom lua drept constante arbitrare cantități complex conjugate, adică vom pune: х=-і-(Д-»В)е+"І'+ — (A + iB) e —ikt m care A și В sînt constante arbitrare reale Din calculul diferențial se știe că: e+zW=cos #+i sin kt, e~lkt=cos kt—i sin kt Astfel, efectuînd înmulțirile, vom obține :• * • x=A cos £/ + В sin kt ( ) Pentru a aduce această relație la forma ( ), este suficient sa punem: A —d'sine, В sacose Deoarece avem: OSCILAȚII FORȚATE ALE UNUI PUNCT MATERIAL Vedem că energia cinetică medie pe o perioadă a oscilației punctului material este egală cu energia potențială medie pe aceeași perioadă de timp Deoarece pentru energia totală a punctului material, pe baza expresiilor obținute pentru E și V avem: £+ V= ~Ka , rezultă că energia cinetică medie și energia potențială medie pe o perioadă de oscilație sînt egale cu jumătate din energia totală a punctului material Vedem că energia cinetică E, energia potențială și energia totală E+ V a punctului care oscilează sînt proporționale cu pătratul amplitudinii punctului Deoarece sunetul are drept sursă o mișcare oscilatorie și intensitatea sunetului depinde de energia de vibrație a corpului, devine clară legea fizică după care intensitatea sunetului este proporțională cu pătratul amplitudinii vibrațiilor corpului care emite sunetul § Oscilații forțate ale unui punct material Dacă asupra unui punct material acționează o forță a cărei proiecție pe axa Ox este egală cu: ' ■ X=— Kx+ P sin (X+a), în care P, p și a sînt constante, se spune că punctul material în mișcare oscilatorie se găsește sub acțiunea suplimentară a unei forțe perturbatoare P sin (/tf -a), iar oscilațiile punctului se numesc oscilații forțate In acest caz ecuația diferențială a mișcării punctului devine: d?x /Cx -P sin (pf -a), sau a K k și notînd cîtul - m Punînd ca mai înainte w încît P=mA, avem: cu A, astfel d>x d? - k x = Л sin a) ( ) In conformitate cu teoria generală a integrării ecuațiilor diferențiale liniare, vom prezenta integrala ecuației ( ) sub forma: x-Xj-Ț-x, in care x este o integrală particulară a acestei ecuații care nu conține constante arbitrare, iar x, este integrală ecuației MIȘCAREA OSCII ATORIE RECTILINIE A UNUI PUNCT MATERIAI diferențiale fără partea dreaptă integrală care conține două constante arbitrare, adică vom descompune ecuația ^+^+/r Xi+Hr -Hsin(p/+a) în două ecuații: ^ /f Xi= , + ^ x =Д sin (Pt+a)- Ecuația în x, este identică cu ecuația ( ) și are integrala =asin(Â s), în care a și e sînt constante arbitrare Pentru a integra ecuația pentru x , vom presupune că x =M sin (p/ «); atunci obținem: +* p M sin (pt a) k M sin (pt a) = = (Л —p ) M sin (pt a) Introducînd această expresie în ecuația pentru x , vom avea p ) M sin (pt a)==A sin (pt - a), sau (k —p )M=A De aici, găsim pentru constanta M următoarea: expresie: M~ -Ț-~ - • forma-felU aceasta’ inte£rala generală a ecuației ( ) va fi de x-a sin (*f+s)+ Sin(pf+a)( ( o ) în care primul termen din membrul al doilea al formulei t аітч Dacă pulsația p a forței perturbatoare parație сц pulsația,к $ oscilațiilor libere, а-forței perturbatoare este toarte mare în este foarte mică în eoni adică perioada comparație cu OSCILAI II FORȚAȚI' ALE UNUI PUNCT MATERIAL T— a oscilațiilor libere, rezultă că pentru oscilația forțată se poate pune aproximativ: x = ^Tsin (P^+a) Această valoare poate fi obținută și direct din ecuația de mișcare a punctului dacă se pune = , adică dacă se neglijează accelerația punctului material și, prin urmare, se dermină abscisa punctului x static, presupunînd că în fiecare moment avem relația: X= — Abc -P sin (р/-|-а)= , adică sin (pt-\-&) sin (pH-a) sin (pt+a) se numește sin (pt+a) = De aceea expresia elongație statică a punctului material sub acțiunea forței perturbatoare Invers, dacă pulsația p a forței perturbatoare este foarte mare în comparație pulsația к a oscilațiilor libere, adică perioada ' = a forței perturbatoare este foarte mică în comparație cu perioada T= a oscilațiilor libere ale punctului material, atunci pentru oscilația forțată se poate pune aproximativ: sin(pZ+a) = sin (pt + a + rc) Vedem că în acest caz oscilațiile forțate - -sin (p/ -a - rc) au faza р/+а -ти, în timp ce forța perturbatoare are faza pt -a, adică între oscilațiile forțate și forță există o diferență de fază egală cu tu Din formula ( ) se vede că dacă pulsația p a forței perturbatoare este apropiată de pulsația к a oscilațiilor libere ale, punctului material, atunci amplitudinea a oscilațiilor forțate este foarte mare; ea va crește nelimitat cînd pulsația p va tinde către pulsația k, Pentru p-£ ecuația ( ) nu mai este valabilă și pentru a găsi forma oscilațiilor forțate în acest caz particular, trebuie aplicată metoda limitelor, adică soluția pentru p = A' trebuie con-' sideratăi limita soluțiilor pentru p diferit de A, dar care se apropie ’ M - I, * i MIȘCAREA OSCILATORIE RECTILINIE A UNUI PUNCT MATERIAL sînt nelimitat de k Deoarece în soluția ( ) mărimilei Л și arbitrare, putem să le dăm valon particulare d« r caz soluția generală x se va transforma in soluție particulara x , deoarece nu va mai conține constante arbitrare Punîn p /( obținem: sin (kt-\- a)— sin (X+a), sau A sin (pt+ a)—sin (kt+ a) X ~~ “ =* Punînd p=k+kk, în care creșterea ѣк este foarte mică, vom avea: A sin [(/c+Д/с) Z+a] — sin (ZcZ+a) * £+д£ Trecînd Ia limită, găsim: x =—lim д*-»о /c-f-д/с д/с lim І ІП К^+Д^) f+a] —sin (kt+a ) Дй-» ■adică k dk [sin (A?/ ~ ° ] ( ) sau x =— t cos {kt+a) In felul acesta, ecuația ^ t sin I kt ~f~ oc — +A> x = Д sin (A -f-a) are o integrală particulară de forma A /t t cos (A? -a) Pentru fn ecuația ) Prin urmare, IntegîaVgener^ OSCILAȚII AMORTIZATE ALE UNUI PUNCT MATERIAL a=x -x , în care Xj este o soluția generală a ecuației omogene, adică vom avea: x=a sin (kt - s) - t sin (kt A- x - —-), ( ) în care a și & sînt constante arbitrare Al doilea termen din membrul drept al formulei ( ) reprezintă oscilațiile forțate; vedem că amplitudinea oscilațiilor forțate crește proporțional cu timpul Acest fenomen se numește rezonanță In acest fel, ajungem la următoarea definiție: Dacă perioada forței perturbatoare este egală cu perioada oscilațiilor libere ale punctului material, atunci apare fenomenul de rezonanță; la rezonanță amplitudinea oscilațiilor forțate ale punctului material crește proporțional cu timpul, iar faza oscilațiilor forțate ale punctului material este cu mai mare decît faza forței perturbatoare Vedem că, chiar în cazul cînd amplitudinea P=mA a forței perturbatoare este mică, amplitudinea oscilațiilor forțate crește totuși nelimitat în decursul timpului, deoarece ea este egală cu |t = De aici rezultă clar ce pericol mare prezintă fenomenul de rezonanță pentru construcții, deoarece în acest caz chiar o forță perturbatoare mică poate provoca în construcție vibrații periculoase Pe principiul rezonanței sînt bazate rezonatoarelor lui Helmholtz din fizică, propuse de acesta pentru analiza sunetelor, rezonatoare care intensifică din totalitatea tonurilor care ajung la ele numai pe acelea la care perioadele de vibrație sînt egale cu perioadele oscilațiilor lor proprii Dacă forța perturbatoare se poate dezvolta într-o serie trigonometrică de forma sin (pnt %), ecuația ( ) capătă atunci forma: Дя sin + a„) n Repetînd raționamentele precedente vom găsi că integrala Generală a acestei ecuații trebuie să fie de forma л x=a sin (kt - ) - " Să presupunem acum că proiecția forței perturbatoare pe axa Or ' este egală cu my(t), în care ?(t) este o funcție arbitrară de timn-acest caz ecuația ( ) va fi de forma; -r dt* ( ) \ OSCII WORIU RI III INIIl Л l’NUl l’UNGT MAIHRIAL Pentru a obține integrala acestei ecuații să aplicăm metoda variației constantelor Știm că ecuația ( ) fără parte dreaptă are o integrală de forma ( ); vom căuta pentru ecuația ( ) o integrală de aceeași formă, numai că în locul constantelor A și В vom lua anumite funcții de timp C, (/) și C (/), astfel incit integrala ecuației ( ) va fi de forma X—C| ( cos Ă?+C (/) sin kt De aici vom avea: cos Іи sin ( sin ^+^ ( cos kt' Vom impune condiția ca derivatasă aibă aceeași formă ca și în cazul cînd Ci și C ar fi constante, adică vom pune condiția ca: cos kt - sin kt= dt dt In acest caz pentru derivata a doua vom obține: ~—k^ sin ktк cos kt—k C{ (/) cos kt—k C (t) sin kt Introducînd valoarea obținută pentru derivata a doua și valoarea lui x în ecuația ( ), vom găsi: — к sin kt+к cos kt — ^> (t) Astfel, pentru determinarea celor două funcții С,(Г) și Co(Z), am ajuns la următoarele ecuații: -^ cos kt -|—sin kt = — sin kt + cos kt= -p cp (t) De aici se găsește ușor: ~dt ~ sinĂ , ■ cp (/) cos kt Prin urmare, avem: Cj (/) = )?(T) sin kxdi:-\-A, t ^ ( (t) cos kx dx-\- B, în сагд este o valoare luată arbitrar pentru timpul t, iar A și В sînt constante arbitrare Menționăm că aceste formule conțin de fapt numai două constante arbitrare deoarece numărul de constante arbitrare rămîne același cînd înlocuim constantele arbitrară A și В prin funcții de mărimea arbitrară f De aici vom avea: t t x=Д cos kt+BsinAY+ s'" — J ? (?) cos кт dx— J (?) sin кт du Ф (?) (sin kt cos кт—cos kt sin кт) d~, sau x= cosĂtf+BsinZtf+ to •adică * x=a sin(Âtf+e)-h -p- J ф (?) sin к (t—?) dT ( ) ^ Din formula ( ) rezultă că mișcarea generală a punctului material este suma oscilațiilor proprii ale punctului material, reprezentate de primul termen al membrului drept cu oscilațiile forțate, reprezentate de termenul al doilea din membrul drept al formulei ( ) § Oscilații amortizate ale unui punct material Să presupunem că asupra unui punct care se mișcă de-a lungul axei Ox acționează în afară de forța considerată mai înainte cu proiecția —Kx, încă o forță dirijată în sens opus mișcării punctului și proporțională cu viteza acestui punct, rezistența mediului Proiec-ția rezistenței mediului pe axa Ox poate fi scrisă sub forma — în care G> ; semnul minus din fața proiecției se pune din cauză ca această forță este dirijată in sens opus vitezei, prin urmare ecuația diferențială a mișcării punctului material, în cazul considerat, va fi de forma: cPx G dx z/^ ni dt iu sau Vom introduce, ca și mai înainte, pentru raportul p/n, în care p> vom pune — = |i, adică G= ni Mitul p MIȘCAREA OSCILATORIE RECTILINIE A UNUI PUNCT MATERIA poartă numele de coeficient de viscozitote De aici vom obține-pentru mișcare următoarea ecuație diferențială: ^+ |i^+Fx = ( ) Pentru a integra această ecuație diferențială cu coeficienți constanți vom pune, urmînd metoda generală, x=ert Introducînd această expresie a lui x în ecuația ( ) și simplificînd rezultatul cu ert ajungem la următoarea ecuație caracteristică: f (r)=r - p r+k = Rezolvînd această ecuație vom obține următoarele două rădăcini: r=—p+Vp — k Să presupunem mai întîi că p ) Mișcarea determinată ce ecuația prin poziția de echilibru, mișcîndu-se intr-un anumit sens și de asemenea la intervale de timp Tr capătă îl cat de la poziția de echilibru rezultă că și în cazul oscilațiilor amortizate se poate vorbi conven- țional de perioada oscilațiilor: Comparînd perioada oscilațiilor amortizate cu perioada oscilațiilor armonice care se produc în lipsa rezistenței mediului vedem că rezistența mediului mărește perioada oscilațiilor Dezvol-tînd expresia Tf în serie, avem: adică perioada oscilațiilor crește cu o cantitate proporțională cu pătratul coeficientului p de viscozitate Vom numi elongația maximă a punctului material mobil intr-un sens sau altui de la poziția de echilibru — cvasiamplitudinea os- OSCILAȚII AMORTIZATE ALE UNUI PUNCT MATERIAL raportul dintre cvasiamplitudinile succesive ale oscilațiilor, care se produc într-un anumit sens, avem: с~пцТ‘ ~^(п+Г) pT' Prin urmare, trebuie să avem: ( ) Logaritmul natural al raportului din membrul drept al formulei ( ) a două cvasiamplitudini succesive ale oscilației într-un anumit sens, poartă numele de decrement logaritmic Pe baza formulei ( ) valoarea coeficientului p de vîscozitate poate fi determinată pe cale experimentală determinînd cvasiamplitudinile și perioada de oscilație a punctului material Să presupunem că р=&; în acest caz ecuația caracteristică devine: f(r)=r + kr-\-k = (r-i-k) = , •adică rădăcina r=—k va fi rădăcină dublă Din teoria ecuațiilor diferențiale se știe, că în acest caz ecuația ( ) are două soluții independente: e ki, te kt; dx dt de acest lucru ne putem convinge și direct, întroducînd aceste soluții în locul variabilei x în ecuația^ riabila t tinde către infinit, te~kt tinde către zero In adevăr, ridi-cînd nedeterminarea prin metoda cunoscută din calculul diferențial, trebuie să luăm derivata în raport cu t a numărătorului și -numitorului fracției ; vom obține: lim /->oo \ eKt) t-* lVfrî p ; x=aeKt sin (V^ —^ ^~Fe), adică oscilații în jurul punctului x= cu cvasiamplitudini care cresc nelimitat (oscilații autoexcitate) Vedem că valoarea Wcr a parametrului W reprezintă o valoare critică deoarece trecînd prin această valoare trecem din domeniul oscilațiilor amortizate în domeniul oscilațiilor cu cvasiamplitudini ce cresc nelimitat Pentru o valoare oricît de mică a coeficientului Ă cvasiamplitudinile cresc în acest caz mai repede decît în cazul rezonanței, ceea ce se poate observa din tabela următoare: t Rezonanță at sau m dt -sin(pZ+a) atunci ob{inem: Să notam ca mai înainte: — = |л, — = / u= “е;'Уе се Qricî/probtemă ‘ гыГехІІЙ г, и“ ■ ‘ !a mediu lui- " cazul rezonanței, în orice proble- nnQi нПя$С«Г*а f)unetu,n* material se produce nu după formula ( ), ci după formula ( ) p nilUM OSCILAȚII AMORTIZATE ALE UNUI PUNCT MATERIAL ч——^ч ■■ —мм■ивмкянвмшмавмчмвІЙівММЬм^'— - Să presupunem acum, că proiecția pe axa Ох a forței care acționează asupra punctului material este: X=—ink x— m\i (Л, în care d u +(£ -|i ) fz=epfcp (/) Această ecuație este de aceeași formă ca și ecuația ( ), deoarece este suficient să înlocuim în aceasta din urmă mărimile k și y(t) cu k —p și tp(t) pentru a obține ecuația considerată De aceea vom obține integrala ecuației examinate după formula ( ) sub forma: !■ u=asin(y/k — p / -s) - t ■ - + V-J - ертСР S‘n ^k ~ e~ T)] dZ V к — [Л J ^ în care a și s sînt constante arbitrare Prin urmare, integrala generală a ecuației ( ) are forma x=ae~^ sin (\Jk — p - e) + t (j ем*ср (t) sin | \]k -— |t (Z— ^ ( ) Formula ( ) corespunde formulei cînd nu există rezistența mediului ( ), dedusă pentru cazul § Exemple axa O v, dacă proiecția pe este egală cu Să se găsească mișcarea unui punct material pe axa Ох a forței care acționează asupra punctului Xe—tnk*x+ffiAc Deoarece ecuația diferențială a mișcării punctului va fi (fix * * dt' +^х=Де“^, vom găsi integrala acestei ecuații pe baza formulei ( ) punînd cp (t)-Ae ; această integrală are forma ' A f x=a sin (kt+s) + ț j е“рт sin к(t— t) dx ta Deși calculul integralei din formula pentru x este destul de greoi, totuși îl vom efectua pînă la capăt, deoarece de aici va reieși clar că limita inferioară a integralei definite nu reprezintă o a treia constantă arbitrară independentă г astfel, integrala ecuației diferențiale considerate conține numai două constante arbitrare, lucru indicat în § cu ocazia deducerii formulei ( ) Calculul integralei din expresia lui x se poate efectua prin părți Se poate însă aplica și următorul procedeu care ne duce mai repede la rezultat, și anume să considerăm următoarele două integrale; A = $ e cos к (t—x) dx, Z = J sin к (t- t) dx; ntegrala Z intervine în expresia lui x înmulțind a doua integrală cu i ș» adunînd-o cu prima integrală, avem: adică J e pt [cos k(t-x)+i sin (t - t)] dx io e— (Н-/Л) Calculînd ultima Integrală, vom obțin r /л Jkt e - (h+M) t Înmulțind numitorul și numărătorul după transformări simple; I e~» /u J )к k—i sin Ă?o) ЛЙ ~ EXEMPLE Punînd pentru prescurtare: -ufo (t*-#) (COS ktQ—l sin kt ) =M iN p —k în care constantele N și M sînt pf Ц cos kt —к sin kt p sin kt pfo -k cos kt p +к vom obține: (M— —— +M coskf+Nsinkt (ke M sin kt—N cos kt • Prin urmare, I va avea forma: +M sin kt—N cos kt Introducînd valoarea obținută pentru I în expresia lui x, vom obține: A uf AM ' AN y—//«in iktd-o\ e sin kt —coskt Dezvoltînd sinusul sumei (kt+s) Și AM a cos e —— =Лі cos sp notînd AN a sin s — găsim x sub forma definitivă: x=a, sin (/rf+st)+ —e~:“ În care a, și e sînt constante arbitrare Din aceste calcule se vede că cele trei constante a, e si t se reduc în realitate numai la două constante arbitrare flj și ei Prin urmare, fără a se restrînge generalitatea soluției, se poate lua pentru f o valoare oarecare constantă particulară Dacă vom lua în această problemă pentru / o valoare infinit de mare, vom ajunge repede la soluția deja găsită In adevăr, deoarece avem: atu noi și soluția pentru x capătă forma A x=a sin(/tf+e) + ^ ^ în care a si s sînt constante arbitrare Din această soluție rezultă, că în decursul timpului mișcarea punctului material se apropie asimptotic de o oscilație armonică Este mult mai simplu însă să se obțină soluția ecuației diferențiale de mișcare a punctului material, în acest exemplu, pe calea următoare Observ ind că derivatele funcției e"pf conțin aceeași funcție, vom căuta integrala particulară a ecuației diferențiale considerate sub forma х —Се~^ în care C este o constantă arbitrară Substituind această valoare a lui x în ecuația diferențială considerată, vom obține: (pi -/ — • Să luăm originea O a coordonatelor în centrul Pămîntului și să ducem axa Ox de-a lungul axei canalului cilindric care străbate Pămîntul In acest caz, ecuația diferențială a mișcării punctului material va avea forma: d x s sau Această ecuație este identică cu ecuația ( ), și vom avea pulsația egală и Г’ Prin urmare, punctul material va efectua în interiorul canalului o cu mișcare oscilatorie armonică cu perioada Deoarece metrul este egal cu a zecea milioana parte din sfertul meridianului pămîntesc, rezultă că - /?= m, -iau P () те • tu MIȘCAREA OSCILATORIE RECTILINIE A UNUI PUNCT MATERIAL in acest fel, perioada de oscilație a punctului material va fi ' °— = adică T= C • , s De aici, efectuînd înmulțirea, găsim: Prin urmare, dacă noi lăsăm ^^^J^^VnTpute^ aștepta ca această greutate oarecare, atunci după h acum ecuația de mișcare a cos Pentru t= trebuie să avem x=R și = ; de aceea vom avea: dt COS £, urmare, I avem: - ^gRsin = "punctul material se va găsi în centrul pămîn Vedem, că pentru tului, iar proiecția vitezei lui pe axa Ox va fi egală cu —adică modulul и al acestei viteze va fi egal cu o=VgR« Determinînd valoarea numerică, a vitezei и vom obține: ■ , ■ ■ g - - m/s = Efectuînd calculele, găsim: o = l • , = m/s Vedem că punctul material, după ce începe mișcarea în canal cu viteza zero la suprafața Pămîntului, atinge în centrul Pămîntului o viteză enormă, aproape km/s, ceea ce depășește cu mult toate vitezele realizate pînă în prezent Ca e om la suprafața Pămîntului O asemenea mișcare s-ar putea realiza țhiar dacă Pămîntul se rotește, dar ar fi lipsit de atmosferă, mișcarea avînd loc de-a lungul unui canal care coincide cu axa de rotație a Pămîntului care se mișcă pe o cu produsul Să se găsească mișcarea unui dreaptă Ox sub influența unei forțe de punct material și — ' ' dt tul material trebuie să se miște către originea O a coordonatelor și ecuația diferențială a mișcării lui va fi: = După momentul t= pune mk x+mft sau Pentru ca puncl ul să se poată mișca către originea coordonatelor trebuie să avem: — mk x +mf - -s cos ( -I adie Л cos kt ; vedem că în pre- Dacă rezistența nu ar exista, adică dacă am fi avut/= , punctul material fi trecut prin originea coordonatelor în momentul t zența rezistenței, punctul material va trece prin originea coordonatelor într-un moment t > Să examinăm acum mișcarea punctului material cînd se de- k plasează spre dreapta, din poziția x=Xi spre origine; în acest caz, ecuația de mișcare a punctului material va fi: La fel ca mai înainte, vom găsi integrala generală a acestei ecuații sub forma x=asin (kt+e) —— Deoarece pentru f= trebuie să avem x=xp și — = , rezultă: f Xq~ - ak cos s = ; = a sin s - k de aici găsim: xo+ In acest fel, ecuația de mișcare a punctului material f \ f A iar viteza lui va fi dată de formula dx / л “ + k x' cos kt—— I k* sin kt va avea forma EXEMPLE După momentul t— , punctul material în aceasta a doua etapă a mișcării lui va avea viteză nulă cînd kt=n’, atunci abscisa punctului va fi egală cu: fc K Vedem că în cazul unei rezistențe constante, perioada de oscilație a punctului material rămîne egală cu —, adică cu perioada oscilațiilor libere, însă cvasiamplitudinile oscilațiilor se micșorează, deoarece după prima oscilație completă punctul material nu se va întoarce în poziția x=x , ci se - • • va găsi în poziția x=x —— • Este evident că cvasiamplitudinile oscilațiilor ИІІііГ punctului nu pot fi decît deoarece în acest caz forța de atracție către centrul O nu mai poate învinge rezistența constantă mf I i a i JK se reduce în majoritatea CAPITOLUL XXXI MIȘCAREA LIBERĂ A UNUI PUNCT MATERIAL IN PLAN ȘI IN SPAȚIU § Ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului materia în coordonate ortogonale și polare; ecuațiile intrinseci ale mișcării Mișcarea în spațiu a unui punct material este determinată de ecuațiile ( ) Deoarece pentru forțele reale mișcarea liberă în spațiu a unui punct material I cazurilor la mișcarea punctului material pe o traiectorie plană, al cărui plan este orientat într-un anumit fel, în capitolul de față se vor examina numai cazurile cele mai importante de mișcare ale punctului greu Cn C , C , CJ, / (^î Q, C , C , C ) ( ) ♦ % ♦ •* Dacă Fo = O, atunci integrala ariilor va fi valabilă după cum s-a arătat la șfîrșitul § Dacă forța care acționează asupra punctului material este o forță centrală și depinde numai de modulul vectorului de poziție, în locul ecuațiilor de ordinul doi ( ) se pot lua integralele lor prime: » În care (/(r) este funcția de forță, iar C și // sîut constante arbitrare; prin aceasta ordinul sistemului de ecuații diferențiale se reduce Această metodă a fost aplicată în § la exemplul Q cos a sau ' Vq sin a U^sin a > - u sin a -F Y tga -— У tg a -X - Pq COS a lâ va :epo-ibsci-lentu- adică ()q COS a « ( ) Vedem că traiectoria punctului greu este o parabolă cu parametrul Uqcos a ’ Să găsim „bătaia", adică abscisa acelui punct în care traiectoria punctului greu intersectează axa Ox Punînd în ecua|ia ( ) = , vom obține: ) x tg “ $ cos De aici găsim: £>qCOS & zi{j COS a Prima soluție x = corespunde punctului O, poziția inițiala a pune tului greu; din ecuația a doua avem: m sin a(> « COS ao tg «O Ținînd seamă de valoarea lui x , rezulta că bătaia este de «ri mai mare deci! abscisa corespunzătoare înălțimii maxime a tr i-iectoriel punctului greu Deoarece pentru cantitatea sin aa PAȚIU MIȘCARE LIBERA Л UNUI PUNCT MATERIAL IN PLAN ȘI TN v ajunge la valoarea ei maximă , rezultă ca bătaia pentru orice unghi a„ este proporțională cu pătratul vitezei inițiale a punctului și bătaia maximă a punctului se realizează în cazul cina punctul greu este aruncat sub unghiul a = ° fată de orizontală Din relația precedentă deducem: sin a = —у yo Desigur, această relație poate fi valabilă numai în cazul cînd v - ’ rmu,a cos an — — t’o cos a — * o ucosa ( ) ■ UNUI PUNCT MATERIAL IN PLAN ȘI ÎN SPAȚIU dy di ds ’ dt Ecuațiile ( ) și ( ) reprezintă ecuațiile hodografului vitezei- Deoarece avem: dx - ==cosa, ds vom obține: sin a ds X= \ cos а ds o ; o o în care cantitatea и este dată de formula ( ), și cosa sînt determinate de formulele: sin a=th — и ( ) iar funcțiile sin x Să analizăm ecuația ( ) Dacă s=O, atunci tv = tv ; cînd ? tinde la infinit iv tinde de asemenea la infinit, adică th у = sin x tinde către De aici rezultă că tangenta la traiectorie în punctul ei de la infinit este perpendiculară pe axa В formula ( ) avem: ' , • s ch v=o COS a — - G de aici obținem: Mai departe, din IV as IV „as >—iv Ѵг= — Vo COS а Din ecuația ( ) rezultă: gW e— W IV+ (e os j) a s adică IO io o + sh ioQ IV adică iv tinde «• către infinit, vom avea la limită: , as \ />« oo vom găsi: d" as lim (p ) = cos a lim woo gm este greutatea punctului greu Prin urmare, la limită adică in care ajungem la viteza Să considerăm prima dintre >co poate fi scrisă sub forma: critică dată de formula ( ) formulele ( ), care pentru од w § cos a ds + cos ads = s„ n cos a ds~\~/, Xoo = \ cos a ds = o- în care sn este o valoare oarecare finită a variabilei s Deoarece funcția cosa este întotdeauna finită, rezultă că integrala primă a membrului al doilea al ultimei relații va fi finită și pentru a demonstra că Xoo este finit trebuie demonstrat că integrala I este finită^ Dar avem: cos a ds — w ch — ds W IU este evident că trebuie să avem: W Din cele de mai înainte rezultă că: „ a s IV in care cantitatea e tinde către zero cînd s—>oo Prin urmare aven ub ш unii, f ♦ V , in,tiala dir ată ’« M «n apT Ж ()xy de Ordonai > ( , oinjatd pe orizontală în sensul mișcării punctului sub un unghi a Ml pe verticală in jos (fig ~ ) Asupra punctului A în apă acționează forța lui Arhimede P\ Vom presupune că P :> P; atunci diferența P—P= =mq poartă numele de rezervă de plutire a punctului greu Afară de forța mq, dirijată pe verticală în sus, mai acționează asupra punctului considerat și rezistența care are modulul R=cv și este dirijată de-a lungul tangentei la traiectorie în sens opus mișcării punctului material Vom aplica în această problemă a mișcării punctului material formulele ( ) Deoarece: іге F,=mq cos = —mq sin z—cp , F =*mq cos z, vom obține, ținînd seama că ~ , vom obține: c/(y)F(u), Tj ), ( ) Aceste ecuații se pot integra numai numeric Dacă mișcarea punctului greu se produce în apropierea pămîntului, se poate pune / (y) = l ; atunci în locul sistemului de trei ecuații diferențiale ( ) vom obține numai două ecuații diferențiale: J = AZ( ~Tj ), ( ) Există cîteva metode de integrare numerică a ecuațiilor diferențiale • vom indica următoarea metodă, care deși este mai puțin exactă’ este mai simplă Vom presupune că pentru /=-= trebuie să avem In acest caz,'din ecuațiile ( ) vom obține aproximativ; ' wpne EXEMPLE - Luînd pentru t o f ’ din ele, la fel ca mai sus, vom obține: - • • A * ’l ■ —>!?, + ’k=’ll+£ —f ’ în care t este un interval mic de timp care s-a scurs de la sfîr-șitul primului interval de timp ( , Д) Continuînd aceste calcule vom obține sistemul de valori: * • d - * - f • / \ л (t> ’lo), (fl ’îl) (y , G> , ’із) '- corespunzătoare momentelor: Această metodă de integrare va da rezultate cu atît mai precise cu cit intervalele de timp Z , vor fi mai mici și cu eît intervalul total de timp / +/ +^з+”va ma* m*c* § Exemple Să'se găsească traiectoria unui punct material A de masă /и, atras de un centru fix O cu o forța egală cu mk-rt in care A- e»te o constantă și r=OA, iar în momentul inițial f= punctul material A este situat într-un punct dat C din spațiu și are viteza uo* Deoatece torța care acționează asupra punctului material este o forță centrală, rezultă că traiectoria punctului va fi o curbă plană, al cărei plan trece prin dreapta С C șt conține vectorul T> Vom construi în acest plan un sistem ortogonal Oxy de axe de coordonate, unde pentru simetria rezultatelor nici axa O \, nici axa c } nu trece prin punctul C Din exemplul § știm că proiecțiile torței mk-r pe axele Ox și Oy vor fi egale cu: X=s — пік х, у ~ —tnk~yt $ ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului material au forma: at d y dt + k y - - ч Să presupunem că vectorul viteza r® caz, din integralele precedente pentru х=х cos в ^SDlS y=Jfrcosfcf-b q - Din aceste formule rezultă că toate punctele traiectoriei căutate la distanță finită de punctul O Pentru eliminarea timpului din : le vom rezolva în raport cu cosAt și siuăr: vom obține: cosи= JLS^-J' £OS*> , йп tt= - Xo Sin Xq—yQ COS Xq x? sin Ridicînd aceste relații la pătrat și adunînd vom obține: (x sin хэ—у cos ao) - — fro I xy sin oq cos ao Vedem cl traiectoria este o curbă de ordinul doi t o=ctg ( °-i ° ') = ctg ° ' sau og|(ctg ° ') w = - log e Prin urmare, găsim: tuQ= , , sh w = ; ■ Din ecuația ( ) obținem apoi Si= , După aceasta ya fi posibil sa se întocmească următoarea tabelă pentru partea descendenta a traiectoriei punctului material: - w , , , , , , , ' , , , , , , , , , , , Pentru a rezolva ecuația ( ), care mai poate fi scrisă și astfel: w+sh w=N, este rațional să se aplice următoarea metodă Să presupunem că am găsii Intr-un fel oarecare и/sh w'=» N' în care numărul N' este apropiat de numărul N; ymn considera pentru concretizare că N‘ jr"Iftv — i Z-іЛаА^^м^^^^М^^М^НШЬк^і Ь'ЗйНМа *, £д» ** - -~ l *A -Д* - %*• ’ferffel • ■ + * “'* • ■Сів’* *^жЛ •ШівИИИИІ^^ wMe^^enppe***»***»**^** ***^®® *^®* ** *®^^^* Dezvolt înd sinusul hiperbolic în serie tayloriană și păstrînd numai primii doi termeni ai serici, vom obține: /o* + Am' + sh m* * Am' eh uf *> Nt N’ + Am' ( +ch u)’)*»N De aici găsim: N—N o Am'** -; г • +ch m S? coate întîmpla ca, introdncînd rn' -дт' in locul lui io în ecuația iv + ah io-=N, această ecuație să nu fie satisfăcută în măsura dorită; atunci va trebui reperată operația indicată cu soluția aproximativă m"«m'+im' Efectuînd calcu lele în acest fel, ajungem la următoarea tabelă: ’ $ Al th *я* =s î] = Sin a S:/ ' ■ * ® ’ a cos a , , , ° ' , l , , , ° ' , ! , , , ° ' , , , , б° r , l| , , • ° ' , , , ° ' , j , , , ’ , ° ' ‘ ' , , , , , ° ' > Apoi, vom determina cu ajutorul formulei ( ) viteza o și inversa vitezei —, ceea ce va permite să se utilizeze ultima din formulele ( ) Vom avea: Din formula EXEMPLE vom găsi că timpul tn al cufundării punctului material pînă la adîncimea maximă va fi tn = , s In ceea ce privește adîncimea maximă yr de cufundare a punctului material și abscisa Xj a punctului de cufundare maximă, vom avea din primele două formule ( ): Xi= , m, y = , m Pentru studiul mișcării ascendente a punctului observăm că în ecuația w+sh to = w +sh Wq—Xi (e as— ) putem pune: w +sh w =Xi (e crfl-l) Atunci, punînd s=Si + As și w = —u, vom căpăta: и+sh и = \xe aSi (e aăs — ) > sau numeric ія ' ' Ш-W fit in & Ж ; dn ni — ■ Ft=mg sin a—mku, Fn = mg cos a De aceea ecuațiile de mișcare ale punctului material au forma do da —=g sin a—ku, u —= я cos a dt ds fe f Înmulțind ambii membri ai celei de-a doua ecuații cu cos a și punînd sin a = -ц §i k==gn, obținem: du Deoarece и = —, vom obține forma definitivă: dt ^=gr]~gm},u^=g(\—Tl ) ( ) Derivînd îu raport cu timpul ambii membri ai celei de-a doua ecuații, vom du dx\ dt dt sau, ținînd seama de prima ecuație, vom avea și sub dr] d'q d r] e' Tgwă+v№ = ~ gr‘ forma armatoare: înlocuind produsul и -—- prin valoarea lui din ecuația a doua ( ), vom căpăta: dr] d r] g n(l-^+V — sau d r] и — —l dt împărțind membru cu membru obținem: b ' dt ultima ecuație cu ecuația sau d^ / dt dt —gn + dt МІЬСЛІП Л L IILRA A UNUI PLAN MAIIPIAL ÎN PLAN V ÎN SPAȚIU Я ’ • > w* \ r Я * Д-Д Ц— - T JT> Uf f~j" ГПТ Integrînd, vom aven: adică este o constantă arbitrară De aici, și din ecuația a doua ( ) găsim: unt Dacă pentru /- , avem u=»i’o și a I ocq, adică j '/jo=sin co, vom ob{ine adică u cos a Așadar, avem: „Unt Uq COS a q COS «(, vom avea: * — - ^A’/U UO() cos a() n care Ci este o constantă arbitrară Deoarece pentru /= avem a^a^ găsim: IIUq COS a ’ adică tg a = tg a + (egnt HUq COS a Din formula ( ) obținem variația unghiului format de viteza p a punctului greu cu axa Ox, în funcție de timp înlocuind cu expresia dedusă mai înainte pentru modulul vitezei u, constanta arbitrară C prin valoarea obținută, vom obține: ‘ e~snt u = uQ cos an cos a Din formula ( ) avem: cos a tg «o + nu^ C S ao - (egnt - -' ' rrvQ cos^a [п Рд - лр sin a (e gnt unt sau stnt gnt COS а д у cos Așadar, avem: unt ( V лр sin a (esnt — Formulele ( ) și ( ) ne dau ecuațiile parametrice ale hodografului vitezei punctului considerat, parametrul fiind timpul t Din ecuația ( ) rezultă că, după cum s-a arătat la § , atunci cînd timpul t tinde către infinit, viteza и a punctului tinde către valoarea —, egală cu valoarea vitezei critice în căderea pe verticală n CAPITOLUL XXXII MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI § Ecuațiile de mișcare ale unui punct material pe o suprafață sau pe o curbă Să presupunem că punctul material care se mișcă sub influența forțelor aplicate este supus la anumite legături; punctul material va presa asupra corpurilor care realizează legăturile, iar din partea acestor corpuri se va produce o reacțiune asupra punctului material Adăugind la forțele date sau active și reacțiunile sau forțele pasive, putem considera punctul material ca un punct absolut liber și putem scrie după metodele obișnuite ecuațiile diferențiale ale mișcării acestui punct Deoarece reacțiunile nu sînt cunoscute, ele vor trebui eliminate din ecuații pentru a obține ecuațiile care determină mișcarea punctului material Vom presupune în capitolul de față că legăturile nu depind de timp, deși, desigur, punctul mobil poate fi supus și la legături care să variaze în timp; deoarece aceste legături pot fi cel mai simplu studiate cu ajutorul ecuațiilor ale lui Lagrange vom amîna examinarea lor pînă la cap XXXVIV Să presupunem că punctul material este supus la o legătură din aceas‘ă ecuație rezultă î «Deoarece Р^ирипет că legăturile sînt ideale, această senra'/i^'p N & suPrafete' trebuie să fie normală la tulul materia? va-fi ;nn и™"’ eCUatia Vectorială a niișcării pune- i// ~ Л la aceasta ecuație trebuie adăugată Nohnd cu a, p, у unghiurile tnca formate de ecuația suprafeței date, reacțiunea normală cu reacțiunea ECUAȚIILE DE MIȘCĂRI: ALE UNUI PUNCT MATERIAL axele de coordonate, vom ajunge la următoarele ecuații de mișcare ale punctului material pe suprafața data, proiectate pe axele de coordonate: , \ = X-f- NCOS a, N cos p, dl d z = Z-|-NCOS Ț, m f(x, y, z) = Ecuațiile de mișcare obținute pot fi scrise sub forma unor ecuații de echilibru: -Ncos a = , Г-m ^ + Vcosp= , -Ncos ț= , dacă se consideră cantitățile d y dt ca proiecțiile pe axele de coordonate ale forței active care acționează asupra punctului material De aceea se pot aplica ecuațiilor de mișcare toate rezultatele deduse în § , pentru cazul echilibrului unui punct material, în particular, se poate pune: Ncosa=X^, Ncosp=x|^, ЗУ NCOS Ț = Ă dz’ în care X este multiplicatorul lui Lagrange, dat de ecuația ( ) Prin urmare, ecuațiile de mișcare ale unui punct material pe o suprafață dată vor fi: Aceste ecuații conțin patru necunoscute: x, y, z, X Înmulțind prima ecuație cu /, a doua cu /, a treia cu k și adunînd rezultatele, vom căpăta: d*i , dl Curs de mecanică tcoidlcă I MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGATURI Pentru a elimina multiplicatorul lui Lagrange X £” ( К trebuie calculata derivata a doua m raport cu timpul r a ecuape» f(x, y, z)= ; derivata întîi va fi: Ș/dx Sfdy dxdt ^ ^ = , dzdt Sy dt iar derivata a doua: d/ dțx / dțy , dfcPz ■ q dx dP ' dy dP dz aP în care termenii omiși nu conțin derivate de ordinul doi în raport cu timpul ale coordonatelor x, y, z înmulțind ultima ecuație cu m și folosind primele trei ecuații ( ), obținem de aici putem determina cantitatea X Introducînd valoarea obținută pentru X în primele trei ecuații ( ), vom obține un sistem de trei ecuații diferențiale de ordinul doi pentru determinarea variabilelor x, y, z, legate între ele prin relația /(x,y,z) = ; multiplicatorul lui Lagrange X nu mai intervine în aceste ecuații Rezolvînd aceste ecuații vom determina variabilele x, y, z în funcție de iar apoi pe baza ecuațiilor ( ) vom putea găsi și multiplicatorul X, adică pe baza formulei ( ) suprafață Sa presupunem acum că punctul material este supus la legături exprimate prin ecuațiile Л(х,у,г)= și Л (x, у z)= - din aceste ecuații rezultă că punctul material rămîne în timpul mișcării se UePrSun±tdTr^nă Ș‘ reprezintă c-ba de inter-' Păturile «în? а ? ^ ? Șl ^ = o’ De ?rece presupunem că le- rebuie șă le Л ’ ° n'Sto îaasuprafa^/âoX’prin ° trebuie b “ ne cllr,Jal cării punctului material'va fi Г таГ®’ ecl,atla vectoriala reacțiunea normală la , iar reac-să fie dirijată după a miș- //z d'^r ,~rv — I ECUAȚIILE DE MIȘCARE - la această ecuație trebuie adăugate cele două ecuații ale curbei date Notînd prin a,, unghiurile formate de reacțiunea Л/j a suprafeței /j= cu axele de coordonate și prin , ț , unghiurile formate de reacțiunea /Ѵ a suprafeței / “ cu axele de coordonate, ajungem la următoarele ecuații de mișcare ale punctului material pe curbă, proiectate pe axele de coordonate: / v m -^ =X+Nj cos aj N cos a , m Y + Nt cos p, + N cos p , d^z M , » r m-^=Z-\-Ni cos Țj +/V cos ț , /i (x,y,z)« , Deoarece aceste ecuații pot fi scrise sub forma unor ecuații de echilibru, se poate pune: N cos p Ni cosft«X] *l-**, dy dy dfi dfz dfidft} dfi df дУ dy dx dx Prin urmare, pentru determinarea multiplicatorilor lui Lagrange Xj și X trebuie rezolvate două ecuații de ordinul iutii de forma următoare: I ECUAȚIILE DE MIȘCARE, ALE UNUI PUNCT MATERIAL ecuații în raport cu Xj și X pot fi întotdeauna rezolvate, deoarece ч numitorul soluțiilor egal cu ‘iW pM , Mfikâ&fxіш’, (ам | jdx I / Г (d* / ] J țâz J /АЛ Й , ЛЛ ȘA , йЛ ЙА) I dx dx т dy дУ dz dz Г ( V У nu se poate anula căci, în conformitate cu identitatea lui Lagrange (voi I, § , exemplul ), acest număr este egal cu suma a trei pătrate Introducînd valorile obținute ale lui și X în primele trei ecuații ( ), vom obține trei ecuații diferențiale de ordinul doi pentru determinarea variabilelor x, y, z, care sînt legate între ele prin relațiile /Jx, y, z) = și f (x,y,z)= ; multiplicatorii lui Lagrange nu mai intervin în aceste ecuații Rezolvînd aceste ecuații vom determina variabilele x, y, z în funcție de timpul Л iar după aceea vom putea găsi din ecuațiile ( ) multiplicatorii Xj și X , adică după formulele ( ) — reacțiunile normale ale celor două suprafețe ; Vedem, că metodele expuse mai sus pentru rezolvarea problemei mișcării unui punct material pe o suprafață dată și pe o curbă dată necesită calcule laborioase; de aceea aceste metode se folosesc foarte rar O altă metodă de rezolvare a problemelor de mișcare ale unui punct material pe o suprafață sau pe o curbă constă în folosirea ecuațiilor intrinseci ale mișcării Știm (voi I, § ) că proiecțiile ar, an, ab ale accelerației punctului material a pe tangenta la traiectorie în sensul mișcării punctului, pe normala principală în sensul concavității traiectoriei și pe binormală, sînt egale cu în care p este raza de curbură a traiectoriei Să notăm cu Ft, Fn și proiecțiile pe aceleași direcții ale forței active F care acționează asupra punctului Deoarece legăturile la cjire este supus punctul material sînt ideale, rezultă că reacțiunea N va fi normală la traiectoria punctului și de aceea vom avea Vf= Prin urmare, ecuațiile de mișcare ale punctului material vor fi: do m z ,ш, — Fb -f- ( ) Vedem că din prima ecuație reacțiunea a fost eliminată TEOREMA ENERGIEI CINETICE PENTRU MIȘCAREA UNUI PUNCT MATERIAL e Oui traiectoriei, începînd de la un punct oarecare fix al traiectoriei pînă la punctul material în mișcare, vom avea: și ecuația de mișcare a punctului material pe curba dată va avea ■forma: ' /Тч ( d-S A /ОЛ /п^=Ф[/, , • ( ) z * JVlai jos, vom aplica pe exemple concrete această metodă de rezolvare a problemelor de mișcare ale unui punct material pe o curbă dată § Teorema energiei cinetice pentru mișcarea unui punct material supus la legături Am dedus în § , că diferențiala energiei cinetice E= a unui punct material în mișcare este egală cu lucrul mecanic elementar al tuturor forțelor care acționează asupra punctului Deoarece considerăm că legăturile sînt ideale și totodată nu depind de timp, rezultă că indiferent dacă punctul material se găsește pe ojșuprafață sau pe o curbă, ■lucrul mecanic elementar al reacțiunii N sau al reacțiunilor și N va fi egal cu zero (§ ) Prin urmare, vom avea: • • / ■ I dE=Xdx+Ydy+Zdz, ( ) in care X, Y și Z sînt proiecțiile forței active care acționează asupra punctului material Această ecuație poate fi scrisă de •asemenea și sub forma: ) Ambele ecuații exprimă teorema energiei cinetice Se observă că ecuația ( ) sau ecuația ( ) uu conține teacțiuni Așadar, dacă studiem mișcarea punctului material pe o curbă dată, va fi suficientă numai ecuația ( ) sau numai ecuația ( ) pentru determinarea acestei mișcări, deoarece poziția punctului silit să rămînă pe curba data, depinde mimai de un singur parametru Dacă înmulțim ambii membri ai primei ecuații ( ), cu o, vom obține, la fel ca și în § , aceeași ecuație ( ) I AUSCARBA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGATURI Să presupunem că forța Feste o forță conservativă; în acest introduetnd funcția de forță U (X, y, z) sau funcția potențiala V( v, v, cj, vom avea: a v» de aceea vom obține: sau djE= (grfxț-^+grfz)=-dK A E=U+h, E+V=h ( } In modul acesta, pentru cazurile considerate de mișcare ale unui punct cu legături, am ajuns la integrala energiei Dacă forța activă care acționează asupra punctului este o forță conservativă, atunci rămînă pe o curbă în studiul mișcării punctului material silit să dată, este rațional să se folosească ecuația ( ), deoarece în acest caz în locul unei singure ecuații diferențiale de ordinul doi, ajungem la o singură ecuație diferențială de ordinul întîi Să presupunem că punctul greu de masă m este silit să se miște sub influența greutății sale pe o curbă dată oarecare (C) (fig ) Deoarece avem =—mgy+ - const, din ecuația ( ) vom obține: mu =—mgy^h Dacă pentru y-y avem u= , atunci h = mgyQ și ajungem la cciidția * i ' nw , ~ ~ ==mSy^~~tngyf adică • " = V ^r (y —)’) Din formula ( ) se poate găsi viteza a în orice punct al traiectoriei date a acestui ( ) a punctului greu mobil punct PENDULUL MATEMATIC O Pentru § Pendulul matematic Vom introduce următoarea definiție: Se numește pendul matematic un punct material greu, silit să se miște pe o circumferință situată intr-un plan vertical Pentru a realiza această mișcare, se poate, de exemplu, fixa punctul greu la capătul unui fir inextensibil, perfect flexibil, celălalt capăt al firului fiind fixat; în acest caz, punctul greu trebuie să întindă tot timpul acest fir; dacă însă legătura trebuie să fie bilaterală, atunci punctul greu poate fi fixat la capătul unei bare perfect rigide, fixată la extremitatea Greutatea firului sau a barei se presupune în acest caz atît de mică, încît poate fi neglijată ■ Vom raporta mișcarea pendulului matematic la un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxy și axa Оу o vom dirija pe orizontală, iar axa Ox pe verticală în jos (fig ) Vom presupune, că legătura se realizează cu ajutorul unui fir Notăm lungimea OA a firului prin /, iar unghiul format de dreapta O A cu axa Ox, prin Ѳ Asupra punctului material A acționează forța greutății mg, dirijată paralel cu axa Ox, și reacțiunea Tr a firului de la punctul И И Ц a scrie ecuația diferențială a mișcării pendulului, vom aplica mai întîi formula ( ) rDeoarece obținem: mu ml Mai departe avem: X == mg, Z= x=Z cos ; din această cauză avem: X - Y -\~Z rr =—sin // л dt (// dt dt I MIȘCAREA PUNCTULUI МЛТІ-RIAJ Așadar, ecuația diferențială ( ) a mișcării pendulului va căpătă forma: dt ml (di) \dt tngl sin Ѳ J / sau, siinplificînd cu^|, va căpăta forma definitivă: d o Я Л ( ) Vom obține aceeași ecuație dacă vom porni de la prima formulă ( ), adică de la formula m In adevăr, avem • tZu ;d ?—/По-Гоч și găsim: / mg sin Ѳ ml = -mgsine adică ajungem la ecuația ( ) Să presupunem că oscilațiile pendulului sînt atît de mici încît funcția sine poate fi înlocuită prin unghiul Ѳ; în acest caz, în locul ecuației ( ) vom obține: ^- + -e = O ( ; Comparînd ecuația ( ) cu ecuația ( ), observăm că ele sînt identice dacă notăm k = Așadar, dacă în timpul mișcării pendulului unghiul Ѳ rămîne suficient de mic, se poate considera că pendulul efectuează o mișcare oscilatorie armonică dată de formula ( ), adică Q = a sin și perioada T de ( ), adică vom oscilație a pendulului avea: se determină prin formula Vedem că pentru perioada acestor oscilații foarte mici oscilații nu introduce următoarea definiție: ale pendulului matematic, de amplitudinea lor Vom PENDULUL MATEMATIC ! Oscilațiile se numesc izocrone ’) dacă perioada lor nu depinde de amplitudinea lor Din cele precedente rezultă că micile oscilații ale pendulului matematic vor fi izocrone; caracterul izocron al micilor oscilații ale pendulului circular a fost descoperit de Galileu Să trecem acum la studiul marilor oscilații ale pendulului matematic; pentru aceasta vom folosi ecuația ( ) Deoarece ?x - const=mgl cos Ѳ+const, mgl cos Q+h r-, mu ml ide] ÎT L l~dt) ’ U~ vom avea ml f de V T й Pentru a determina constanta arbitrară /?, vom presupune că pentru = a, în care a у, adică pozițiile extreme ale firului OA MIȘCAREA ’ INC'I'I П І И MATIRlAl, SIIPIIS LA LL Л I l U'l coincid cu axa Oy; în acest caz vom avea ,'«=> />cos , adică tensiunea firului în punctul C, unde « , va depăși de trei ori greutatea încărcăturii, în timp ce, cînd nu există oscilații, tensiunea firului în punctul C va fi exact egală cu greutatea încărcăturii De aici tragem concluzia că Reacțiunile legăturilor în timpul mișcării diferă de reacțiunile în poziția de echilibru La determinarea reacțiunilor această împrejurare trebuie întotdeauna avută în vedere Din formula ( ) rezultă că Г« pentru cosѲ = у cosa; se poate întîmpla ca tensiunea Tf să devină negativă, în acest caz firul trebuie sa fie înlocuit cu o bară rigidă In caz contrar, după momentul cînd T'= , punctul greu va începe să se miște ca un punct liber pe o parabolă tangentă la circumferință, în punctul corespunzător lui T' = , avînd în acest punct al parabolei aceeași viteză pe care el o avea în același punct de pe circumferință § Exemple Să se determine mișcarea unui pendul matematic care poate să descrie o circumferință completă Vom examina mai întîi cazul cînd în formula ( ) avem а=те, adică atunci cînd pendulul se oprește ajun-gînd la punctul cel mai înalt al circumferinței In acest caz, din formula ( , ), vom obține: De aici vom avea: sau ’ Integrînd, găsim: Dacă pentru f= avem o= , vom obține C=l, și vom avea: ( ) * Vedem că punctul greu se apropie aperiodic de punctul cel mai înalt al circumferinței, ajungînd în această poziție numai după un timp infinit de mare Punînd în prima formulă a acestui exemplu ѳ= , vom găsi viteza unghiulară care trebuie aplicată în punctul C punctului greu pentru ca el să reproducă mișcarea considerată; vom obține: Punînd în formula ( ) а=л» vom obține: F= P COS ѳ + Vedem, că pentru ѳ= avem T'= P, adică reactiunea în punctul C este de ’ cinci ori mai mare decît greutatea punctului greu Pentru cos ѳ = — —, adică pentru °— ° ' "= ° ' ", vom avea T' — , și cînd unghiul ѳ crește mai departe, tensiunea T* își schimbă semnul; de aceea, vom putea realiza mișcarea considerată a punctului greu numai înlocuind firul cu o bară rigidă Dacă punctul gieu trebuie să descrie întreaga circumferință și viteza unghiulară trebuie să aibă în punctul cel mai înalt al acestei circumferințe valoarea o) , atunci din formula mP(dQ\ , —mgl cos o-h/i, di, de la paragraful precedent, vom avea: w/ * (Oq •— adică Г»Я MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS adică Punînd vom căpăta: Notînd cu T timpul în care punctul greu parcurge întreaga circumferință, vom- avea: adică du V ( - « ) ( - ЛЭД Ultima integrală a fost vom obține: deja calculată cu ocazia deducerii formulei ( ), șî vom găsi: Aplicînd formula T' = \dt Să determinăm viteza unghiulară etapă a mișcării punctului gre acest scop trebuie să avem: , Să se studieze micile oscilații ale unui pendul matematic în unei rezistențe proporționale cu viteza unghiulară a acestui pendul Vom он du rezistenta prin — ; atunci ecuația de mișcare m — = F, poate fi să sub forma Pentru oscilații foarte ici această ecuație se transformă în ecuația > Э Pe baza, rezultatelor de la § integrala acestei ecuații va fi: în care a și e sînt constante arbitrare Prin urmare, ^^— d^ilîil t o mișcare oscilatorie amortizată Sâ se determine mișcarea unui punct greu pe cicloida reprezentată în fig Ecuațiile cicloidei raportate la axele Oxy reprezentate în fig , în care axa Ox este orizontală, iar axa Oy verticală, vor fi: x=R(o -sinѲ), y= ?(l— cos Ѳ) Dacă = , vom avea x= , y = , care sînt coordonatele punctului O: dacă =z, vom avea x=-R, y= R, care sînt coordonatele punctului B Avem: dx=R( - cos Ѳ)б/Ѳ, dy = ?sin ѳ t/y; de unde găsim: ds =dx -rfy = /? ( -cos Ѳ) do = /? cos — dy-, adică ds= Rcos— dy s= /?sin-~, unde s-a considerat că pentru o=O avem s= Ecuația de mișcare a punctului greu pe cicloida dată are forma MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGATURI Deoarece avem: ds o= — , sin a dt R sin o dQ * ?cos ecuația diferențială a mișcării punctului greu silit să rămînă pe o cicloidă poate fi scrisă sub forma d s s m — = — mg—— , sau Am ajuns exact la ecuația de forma ( ), în care k-carea punctului greu va fi o mișcare armonică: A - • l -i / Q S — CL sin — Л / *- £+s ; prin urmare miș- \ у / V • în care a și s sînt constante arbitrare, iar perioada oscilației complete a punctului greu este egală cu: Vedem că oscilațiile punctului greu vor fi izocrone pentru orice amplitudine și punctul greu lăsat să se miște fără viteză inițială dintr-un punct oarecare al cicloidei va ajunge în punctul O în același interval de timp tul greu care se mișcă pe cicloida reprezentată în fig , poartă’ numele de pendul cicloidal Proprietățile arătate aici ale pendulului cicloidal au fost ^ăsiteV de Huygens " & Să se găsească mișcarea unui punct greu silit să rămînă ne oara-boia reprezentată în fig Ecuația acestei parabole este ta Xe axa Oy este dirijata pe verticală ta sus, iar axa Ox pe orizontală Avem: \ • I I Pune dt Din Fig, integrala energici dx ~dt‘ mgy + const Folosind ecuația parabolei date, vom obține: dy x I vom avea: /// p x / llx mg const ППУ dt dt Dacă pentru x dentă devine: x avem u = , vom obține: Л = și ecuai ia prece Punînd: (a +z ) sau, deoarece Punînd: vom căpăta sau Punînd dx ~dt a +z sa — dt * z—sin cp, д +sin cp dy— д/а + —cos cpt/cp= — P +xo x° — dt * vom avea ga J o în care intervalul de timp T reprezintă perioada oscilației complete : lui greu silit să rămînă pe parabolă Introducînd valoarea cantității mula precedentă, vom avea: / ' ИВ л — T^> Л / "* Л°- I о ~ X С * ф) і/Ф» V gp ’ о і punctu-: în for- I l - t ’ i SUPUS LA LEGATURI MATERIAL MIȘCAREA PUNCTULUI • î i‘ V ‘ ' \r U' к ț ( > l ; f * - i • După formula binomului, avem ( —X COS cp) — X cos cp X COS cp prin urmare, găsim jt/ P +*o Să introducem notațiile: w/ / = î COS cpdcp, O xj - X cos cp dcp o ar/ X \ cos cp dcp лг/ \ cos ф dcp ar/ ar/ C COS cpdcp, Iq = COS cpdcp o o Vom avea: COS cp d (sin cp) = COS cp sin cp л/ лг/ sin cp dcp, x/ x/ C sin cp dcp— o ( ~ COS cp) dcp — — o adică Mai departe avem: sau «/ or/ / = JCO cp dcp — з( COS cp dcp~' L, — o o ad i că EXEMPLE sau «Celelalte integrale se calculează în același mod și vom obține : Rezultă că oscilațiile unui punct greu, silit să rămînă pe parabolă, nu sîi izocrone Punctul greu, care se mișcă pe o parabolă, reprezintă un pendt parabolic CAPITOLUL XXXIII ECHILIBRUL RELATIV ȘI MIȘCAREA RELATIVA § Ecuațiile de echilibru relativ Să considerăm un sistem inerțial de coordonate, O^y^z^; fie Oxyz sistemul axelor mobile de coordonate, a căror mișcare în raport cu sistemul О х у г este dată De exemplu, sistemul Oxyz poate fi solidar legat de un solid rigid care se găsește într-o anumită mișcare în raport cu sistemul inerțial considerat de coordonate O^y^ Să considerăm un punct jnaterial^ oarecare A, asupra căruia acționează forțele date F ? F , F ,, , Fn, și care este în echilibru sub acțiunea acestor forțe în raport cu sistemul mobil de coordonate Oxyzr adică nu-și modifică poziția sa în raport cu acest din urmă sistem Dacă fără a remarca mișcarea axelor de coordonate Oxyz, am vrea să studiem echilibrul observat al punctului A, scriind' în acest scop prin metoda obișnuită ecuația de echilibru^? F*= , am fi obținut că suma F +F +F + +F(, este diferită de zero, deși punctul inatenal A este în echilibru în raport cu sistemul de coordonate Oxyz Această contradicție aparentă între observație nu este în'ecbihhrne ■aptalU- - în realitate material Л detXfnamlȘCarA a P“”C‘,ului A ar Pl,(ea « observată dacT nu s termina poziția punctului în raport cu axele mobile Ovvr Д r„ raport cu sistemul inerțial considerat al axelor ' bute să' tif’trC?/ " ' ' І'“ ПІСІ nU P°ate fi e§ală cu zero buic sa fie egală cu masa punctului material / înm ,in s accelerata acestui punct A, calculată în ipoteza că mm -iu I solidar legat de axele mobile Oxyz Din cinenmtică se că nu s-ar ci în ~i • De aceea, , ci tre- suma F|+F +F + ECUAȚIILE DE ECHILIBRU RELATIV X I această accelerație poartă numele de accelerație de transport a (voi I, § ) In acest fel, mișcarea considerată este dată de ecuația a punctului А та ( ) Deoarece în această mișcare punctul material A în raport cu axele mobile, se spune că punctul se deplasează nu material A este în echilibru relativ In acest fel ajungem la următoarea definiție: Un punct material se găsește în echilibru relativ cînd nu se deplasează în raport cu sistemul mobil de referință Vom menționa că dacă sistemul de referință se mișcă rectiliniu și uniform, ătr=Q, și ecuația ( ) capătă forma ecuația de echilibru este aceeași pentru toate sistemele inerțiale de referință, ceea ce este în concordanță cu principiul relativității al lui Galileu Ecuația ( ) poate fi prezentată sub forma ’*= , adică este evident că produsul matr are dimensiunile unei forțe, și punînd —mătr=F', obținem: ' Fk+F • • • Sub formă de proiecții ecuația ( ) se va prezenta în felul ur mător: Ecuația ( ) și ecuațiile ( ) au aceeași formă ca și în cazul cînd s-ar studia echilibrul absolut al punctului material sub acțiunea sistemului de forțe date de caracterul mișcării sistemului de referință Oxy observatorul care se găsește în sistemul de referință observă mișcarea acestui sistem această cauză că echilibrul punctului A și nu din sistemul de de referință și crede in raport cu ECHILIBRUL RELATIV ȘI MIȘCAREA RELATIVA > l , , I * ’ referință Oxvz este un echilibru absolut, ar vrea ecuația de echilibru a punctului A, el s-a[„c^v‘nȘe echilibru va reprezenta realitatea observata numai s-ar adăuga la forțele A și forța F' In acest fel, Pentru alcătuirea ecuațiilor de echilibru relativ, material, la forțele date trebuie adăugată forța F' lată cu zero suma vectorială a tuturor forțelor Din cinematică se știe (voi I,§ ), că avem: forța — d t’o , — Z — , doi atr=-ăf- + шХи + dt de aceea, obținem: ■ - • ’ ' ■ Xr + (o)« în alcătuiască ecuația de cazul cînd ale unui punct -matr și ega- m ( ( ) Proiecțiile X’, Y', Z' ale acestei forțe F' vor fi: , r I X'=т^ х—тшх (wxx - d)yy + -r)u)—u) r este dirijată perpendicular pe axa de rotație, orientată spre această axă și de aceea se numește accelerație centripetă; deoarece forța F' este dirijată în sens opus față de această accelerație, ea a căpătat denumirea de forță centrifugă Dacă axa de rotație coincide cu axa Qz, vom avea u)x=Wj,= , wz = o), și vom obține pentru forța centrifugă următoarele proiecții: X'=/nu) x, yz=/ zu) y, Z'= ; ( ) în acest caz, modulul forței centrifuge F' va fi egal cu: F'=m^ ^ x y =nw> r ( ) Este ușor de arătat, că forța centrifugă admite o funcție de forță In adevăr, pentru aceasta trebuie să avem : =піы х—тых (wxXd-co^-b^z), dx -— = ты у—nitoy (wxx -|~ Wyj, -|-dy ICÎIII IBKUL RELATIV Șl MIȘCAREA RELATIVA ușor de văzut că aceste relații vor fi satisfăcute dacă vom ■ * (x, y, z) expresia i-m ( )+const, ceea ce se pote obține și din formula ( ) direct Introducerea forței F', în particular a forței centrifuge, ușurează rezolvarea problemelor de echilibru relativ, lucru de care ne putem convinge din rezolvarea, de exemplu, a următoarei probleme Să considerăm un sistem ortogonal de axe de coordonate Oyz, la care axa Oz este dirijată pe verticală în sus, iar axa Oy este orizontală (fig ) Dacă axele de coordonate Oyz sînt fixe și în punctul К este fixat printr-un fir de lungime Z, un punct greu cu greutatea P=mg, atunci în cazul echilibrului punctului A firul AK se va așeza pe verticală, și reacțiunea acestui fir va fi egală în mărime și opusă ♦ca sens greutății P a punctului greu A Dacă însă planul de coordonate Oyz împreună cu punctul greu A se va roti în jurul axei Oz cu o viteză unghiulară constantă w, iar punctul A va rămîne fix în planul Oyz în rotație, atunci firul К A nu va rămîne vertical Intr-adevăr, în cazul rotației în jurul axei Oz, punctul Д va descrie într-o mișcare uniformă o circumferință de rază CA — aA-l sin ф ; prin urmare, punctul A va avea o accelerație centripetă (voi ) egală cu w (a+/smy), adică asupra punctului A va acționa o" forță centripetă egală în modul cu ДВ=глсо (я -/sin®) Dar acțiunea lumii exterioare asupra punctului material A se manifestă numai prin greutatea lui Р=тц și prin reacțiunea T' a firului A' ; de aceea, numai aceste două forțe pot produce forța centripetă ĂP Pentru ca acest lucru să fie posibil, reacțiunea P ’ g^el înclt rezultanta ei cu greutatea P să fie axa Oz, astfel cum se vede în fig : atunci /’-і '=ла va avea o accelerație centripetă (voi , § ), va acționa o a firului trebuie să perpendiculară fie ECUAȚIILE DE ECHILIBRU RELATIV Din triunghiul ABD vom avea în acest caz ‘^= = (О (fl Ц- / sin cp) i “ sau sin Cp O) (fl + /sin ф) — sin cp g Efectuînd calculele în expresia de mai sus, vom ajunge pentru determinarea unghiului cp la o ecuație de gradul patru în raport cu necunoscuta sin cp Ecuația se simplifică considerabil adcă a=O, adică punctul de suspensiune К a pendulului este situat pe axa Oz In acest caz, ecuația capătă forma de unde obținem: COS Cp = Fig Cunoscînd unghiul unde v >vv In acest caz, punctul A trebuie să aibă accelerația ' ‘ centripetă — și asupra punctului A trebuie să acționeze atunci numai Г ИУ ■ ' ’ ■ forța centripetă —~=F Vom presupune că viteza u este astfel, li ИВМ ^ИЯн!' IИ ■ W* ’' ' îneît avem F — F In acest caz, întreaga forță centripetă — = F va fi formată de forța de atracție F, punctul A nu va compiima nici întinde dinamometrul, și indicatorul dinamometrului va sta în dreptul diviziunii zero Să presupunem în sfîrșit că punctul descrie circumferința C cu o viteză constantă y , în care n :>n In acest caz, punctul A va avea o accelerație centripetă și asupra I' «I ИИ' И ^Hl И li WR punctului A va acționa numai forța centripeta - — = r , în care vom avea F?>F Partea F a forței F va fi formată de forța de atracție, iar partea rămasă (F —F) — de forța cu care puncta г ем tras de dinamometru Prin urmare, punctul material A va întinde Ia rîndul său dinamometrul cu torța ? —care va ti indicata de dinamometru Toate aceste raționamente care redau just esența fenomenelor observate, fiind însă destul de lungi, pot fi înlouiite uirațioiuuieu t mai scurte, dacă se introduce forța centrifuga, caie acțunuvua asupra punctului material A Aceasta torța ccntrdug întreaga sumă vectorială a forțelor trebuie egalată cu produsul dintre masa punctului material și accelerația lui relativă Sub formă dezvoltată ecuația ( ) va avea aspectul m ati ( x ECUAȚIILE MIȘCĂRII RELATIVE m xz^ ~ Introducînd în formulele ( ) valorile proiecțiilor i’y, i>- ale vitezei din formulele ( ) și înmiilțiud lezultatele cum, vom obține chiar ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului Л in raport РИ zbk fi VA f In acest caz, vom avea: Uq — , ’— W у — , de aceea, vom obține: dy vy duY -rr — WV dt dvy ( - -+ x = X, m$- mud£-m^y = Y, în care X și Y sînt proiecțiile forței care acționează asupra punctului Д, pe axele mobile de coordonate Oxy Pentru a aduce aceste ecuații în concordanță cu formula ( ), ele pot fi scrise sub forma m & ~ Xnw> x -f mm Y'=mw?y sînt proiecțiile forței F', = /nu>^, Y" = m(adxt sînt proiecțiile forței ~F" Să Deoarece i ,= ^~reJ rel (ii § ) vom avea : și viteza unghiulară £ ■ ■ ’ * LCUAȚlllT MIȘCĂRII RELATIVE Le*' ■ Pe aceea, înmulțind ecuația ( ) scalar cu йг obținem: № dt sau Deoarece F o funcție de mai departe vectorul v în ipotezele făcute are, după cum s-a văzut în § , forță U\ rezultă: F' dr = X'dx - Y'dy Z’dz = dU'; pe baza definiției forței F", ea este perpediculară pe dr ’ și de aceea, avem: F” dr=X ndx - Y"dy - Z"dz = ; în sfîrșit, cantitatea terial în mișcarea poate fi prezentată a punctului ma- —^este energia cinetică Erd lui relativă Prin urmare, ecuația precedentă sub forma: Să presupunem că că avem: forța dată F este o forța conservativă F*dr — Xdx-\- Ydy-\-Zdz~dl atunci obținem: iu integrînd obținem definitiv : Ecuația ( ) reprezintă integrala energiei in mișcarea relativa * * цц інкі’І RRIAHV Șl MlȘ(’ ЛІЖЛ РГІ ЛНѴЛ DacA г- , « ~wv~o ocuatla ( ) не Iransfonn* In ecuația: (Xa> l*^ -)ф/л ( ) care reprezintă integrala ecuațiilor ( ); integrala ( ) poartă nimelo de integrala lui lacobi Desigur, iiilegrala lui lacobi poate fi dedusă Și direct din ecuațiile ( ); u> асеЫ scop, este suficient să se înmulțească prima ecuație eu , a doua cll(//, , să s а*с* °ЬФ !ет: Din prima formulă ( ) obținem: ' sau De aici vom avea: Prin urmare, avem: £ o( ~ Ц ) sau £b ■ e У — ц sin- x + ц sin x mi^iiL ч de US °rniua ( l ), care determina perioada a micilor oscilații ale unui pendul matematic în funcție de lungimea lui / și accelerația g in cădere liberă; am găsit- к ' Să determinăm pe oscilațiilor aceluiași cale experimentală perioadele T si ', ale pendul matematic în două puncte diferite de ECHILIBRUL ȘI MIȘCAREA UNUI PUNCT MATERIAL LA SUPRAFAȚA PĂMÎNTULUI pe suprafața pămîntului, cu latitudinile astronomice X și Deoarece avem: ținînd seamă de formula ( ) vom găsi: sau T'f Vl — ц sin X +Ц sin x ^ V l ц sin X + Ц sin X — ц sin X + IX sin X / j - ц sin Xi + Ц sin Xi l TV T sînt cunoscute din observații De aici Din această relație se poate determina mărimea fără dimensiuni lu deoarece cantitățile X Se constată că p, este mic și egal aproximativ cu urmează că formula ( ) poate fi scrisă aproximativ sub forma: sau, dezvoltînd binomul în serie și păstrînd primii doi termeni, obținem g=gQ G +p-sin X) ( ) De aici se vede că din cauza rotației Pămîntului, acceleiația a căderii libere nu va fi constantă pe suprafața Pămîntului, ci xa crește de la ecuator spre poli Deoarece, conform formulei ( ) p crește proporțional cu pătratul al vitezei unghiulare de rotație a Pămîntului, rtzuLă că dacă viteza unghiulară o> de rotație a Pămîntului va crește de ori, cantitatea |t se va mări de oii, adiiă cu unitatea, și conform formulei a doua ( ) p pentru ecuator, vom obține Așadar, în a material A la ecuator va fi fără gi cutate VI * ■ -L rezultă că perioada u plete a pendulului matematic este inveis [ pătrată din accelerația g\ prin urmare, în|| | ’ unde accelerația este mai mică, pendulul tre m încet decît în țările nordice, unde acceleiația £ mai К I ECHILIBRUL RELATIV și Pentru orima dată acest fenomen a fost descoperit pc cale experimentală de savantul francez Richet în ; Richet a descoperit că la Cayennes, la * latitudine nordică, ceasornicul lui cu pendul care mergea bine la Paris, răminea în urmă aproximativ cu minute pe zi Pendulul de ceasornic nu este de sigur un pendul matematic, însă in dinamica sistemelor vom vedea cum se poate determina lungimea pendulului matematic echivalent cu un pendul de ceasornic Să examinăm acum căderea liberă a unui punct material A de masă m în apropierea suprafeței Pămîntului In acest scop, vom folosi ecuația ( ), care va avea forma: ^ma+F'+F” Din ecuațiile ( ) și ( ) vom obține: ^ & (оэ ) Să examinăm un sistem ortogonal de coordonate Oxyz cu axa Oz dirijată în sens opus sensului forței mg, adică în sensul verticalei determinate de firul cu plumb, axa Оу o vom dirija în planul meridianului spre sud, perpendicular pe axa Oz, și axa Ox — sPr£ a? ’ de’a lunguI tangentei la paralelă, adică în sensul miș-canii diume a boitei cerești Se vede ușor că proiecțiile vitezei unghiulare w pe aceste axe vor fi: (o cos (n—X) = U) cos w cos X, XI == w sin X dt dt dt ’ d y o > dx dt dt ’ - aceea, se pot dezvolta în serie soluțiile ecuațiilor precedente ( ) după puterea lui to, sub forma x=x +wxi +w x + • • • > +ш Уг - , Pămîntului este egală c adică este o cantitate foarte mică D De aici obținem: C^= «/ X ^ Уо dt dzn 'dP “ * dt — - sin X , cit -* cos X -rr > dt aP - coeX^ i*y , f) I dXt (ll * «■ — cos , dt ’ d*x I Vom presupune că punctul material cade fără viteză inițiali un punct К situat pe axa Oz cu coordonata z=/ condițiile inițiale vor fi: pentru t = , x = , z= H Din această cauză, întegrînd primele trei ecuații diferențiale obți ne: acest Introduc înd aceste valori în al doilea grup țiale vom avea: de trei ecuații ; - £/cos X, -! = , ^ = Integralele acestor ecuații, care satisfac condițiile inițiale xi= — -^ cosa, t,= z, = troducînd aceste valori în al treilea grup de trei ecuații diferea dt* ’ întegrînd aceste vbține: = gt sin Л COS A ecuații cu respectarea condițiilor inițiale J sin Л, £t cos X « nfoZare’ primii termeni ai dez™ltăr" integralei ecuațiilor — w gț cos X, // Din formulele ( ) viteză inițială pe supi re răsărit și spre sud; ‘ b la ecuator pentru Л Ud va fi la latitudine ППШ EXEMPLE care a indicat teoretic această deviație a corpurilor care cad pe pămînt a fost Newton (v cartea lui S I Vavilov „Newton*) Primul care a confirmat experimental indicațiile lui Newton a fost italianul Tadini, care a observat Intr-adevăr în abaterea spre răsărit, față de verticală, a corpurilor grele care cad pe pămînt Vom menționa că dacă w se consideră infinit de mic de ordinul întîi, abaterea corpurilor care cad către sud va fi, în virtutea formulei ( ), un infinit mic de ordinul doi, astfel incit această deviere se poate observa mai greu decît deviația către răsărit In toate aceste cercetări am considerat Pămîntul ca o sferă; în realitate însă, Pămîntul diferă puțin de o sferă și seamănă mai mult cu un elipsoid de rotație, puțin turtit la poli Turtirea Pămîntului mărește puțin creșterea cu latitudinea a accelerației g în căderea liberă « • § Exemple De-a lungul unei drepte д care se poate roti intr-un plan u în jurul unui punct O al său cu viteza unghiulară se poat-deplasa fără frecare un punct material A de masa m In momentul inițial punctul material A se găsește la distanța a de punctul O și nu are viteză inițială Presupunînd că nu există forțe, afară de reacțiunile dreptei д, car să acționeze asupra punctului A, să se determine mișcarea punctului A șî reacțiunea Să considerăm în planul те un sistem mobil ortogonal de axe de coordonate, la care axa Ox coincide cu dreapta д In acest caz, ecuațiile de mișcare ale oricărui punct material de masa m în raport cu un astfel de sistem mobil de axe de coordonate va avea forma ecuațiilor ( ) In - considerat, coordonata у a punctului A este totdeauna egală cu zero, și, deoarece alunecarea punctului A de-a lungul axei Ox, prin ipoteză, se efectuează fără frecare, rezultă că proiecția X a reactiunii este egală cu zero : de aceea, ecuațiile de mișcare ale punctului A vor fi : cazul Din prima ecuație avem : d x dt —ГП(й Х — , m , vom obține ecuația caracteristică ale cărei rădăcini sînt f|=s-Hi> și r =— II ■ - M și vom avea: du V( ti ) (I - k u?) a\dt ț/ dt rezultă că unghiul este totdeauna cuprins în rnterva- Din expresia lui Iul (- (b +Oo), adică punctul material A oscilează pe circumferința (O în jurul axei Oy, amplitudinea oscilațiilor fiind egală cu o Notînd prin T perioada oscilației complete a punctului A, vom obține: du J V(l—M )(l~/ dt dyi dt dt sin o)i/+ cos o)j/ -o)iX cos oii/—o)iу sin o>i/ dt v v u pwmpuuv, că pendulul A a fost deviat în poziția x=a y= și a început să oscileze, pornind în momentul /= din aceasta poziție fara viteză inițială Vom presupune In acest caz pentru t= vom avea: dy dt Este evident, că proiecțiile forței F pe axele Ох^Уі, vor fi egale cu Xi = — k xx, /] = —-к У\, și ecuațiile de mișcare ale punctului В în raport cu axele fixe de coordonate Ох,У) trebuie să aibă forma sau d x dl l( X d^ dt t// I k' x dt Integralele acestor ecuații vor fi: Ж * Xi ^ sin (/с/ а), Уі В sin (A/ f I ECHILIBRUL RELATIV MIȘCAREA RELATIVA sînt constante arbitrare Din condițiile date pentru obținem: ) ^ Din aceste ecuații găsim că punctul В descrie în raport cu axele fixe de coordonate Ox ’i o elipsă E, a cărei ecuație este: D eoarece rezultă că axa mare a elipsei este situată pe axa Ox pendulul avea deviația inițială, iar axa acestei elipse este dată de relația i, în direcția căreia mică — pe axa Oyv Excentricitatea e a La poli, unde Â = °, elipsa este reprezentată prin ecuația ) la ecuator, unde x= , elipsa degenerează într-un segment situat de-a lungul axei Oxit care unește punctele (—a, ) și dublu de dreaptă, ( -u, ) Deoarece EXEMPLE axele Оху se rotesc în raport cu axele Ox^ în sens pozitiv, adică de la apus spre răsărit prin sud, rezultă că observatorul legat invariabil de aceste axe, și care nu observă rotația lor, va vedea că elipsa E se rotește în jurul centrului ei cu viteza unghiulară constantă wi = a)Sinx în sens negativ —de la răsărit spre apus prin sud, adică în sensul mișcării zilnice a Soarelui pe bolta cerească Această rotație a elipsei E este egală cu zero la ecuator, unde elipsa se turtește formînd un segment dublu de dreaptă, și va îi maximă la poli, unde viteza unghiulară de rotație a elipsei E este egală cu viteza unghiulară de rotație a Pămîntului Primul care a verificat pe cale experimentală aceste rezultate și a demonstrat astfel pe cale experimentală rotația Pămîntului în jurul axei sale, a fost fizicianul francez Foucault, care a observat în oscilația pendulului în Panteonul din Paris Lungimea firului acestui pendul era de m, și la extremitatea lui a fost suspendată o greutate de kg Pendulul descria o elipsă, iar această elipsă se rotea de la răsărit spre apus trecînd prin sud cu o viteză unghiulară w sin x, unde x este egală cu latitudinea astronomică a Parisului De atunci acest pendul, care servește pentru demonstrația rotației Pămîntului în jurul axei sale, a căpătat numele de pendulul lui Foucault Trebuie menționat că pendulul lui Foucault poate avea dimensiuni cu mult mai mici decît acelea alese pentru prima dată de către Foucault: pendulul scurtat și ușurat poate avea totuși o perioadă ațît de mare, încît să fie posibilă înregistrarea rotației elipsei E Viteza unghiulară a elipsei E la Moscova este egală cu ° ', iar la latitudinea de ° ea este egală cu ° ' într-o oră m'edie »» a https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/